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Vorwort.

Unter den Errungenschaften der Technik nehmen die mathe-
matischen Instrumente insofern eine hesondere Stellung ein, als
sie der Geistestiitigkeit des Menschen einen Teil der Arbeit ab-
nehmen. Manche von ihnen, z.B. die Planimeter, sind fiir bestimmte
Aufgaben unersetzbar geworden, andere, wie die Analysatoren, sind
geeignet, gewisse Zusammenhiinge klarer hervortreten zu-lassen,
als sie die Rechnung ohne weiteres zeigt. Der Nutzen der meisten
Apparate gibt sich bei hiufiger Wiederholung derselben Operation
in einer betriichtlichen Zeiterspa.rnis zu erkennen, Auch wenn die
erforderliche Genauigkeit in einigen Fillen nicht durch das Instru-
ment erreicht wird, so dient die dadurch erlangte Priifung zur Siche-
rung des Ergebmsses der Rechnung.

Dem Scharfsinn, mit dem diese Hilfsmittel erdacht sind, und
der Feinheit und Genauigkeit ibrer Herstellung wird man die Be-
wunderung nicht versagen konnen. Hieraus entspringt der Wunsch,
die Grundlagen und Einzelheiten ihrer Konstruktion kennen zu
lernen. Die Kenntnis der Zusammensetzung der Apparate wird aber
dann notwendig, wenn es sich um die Priifung ihrer Genauigkeit
und Zuverlissigkeit handelt. Fiir einzelne Aufgaben kann eine solche
Untersuchung eine Arbeitsvermehrung bedeuten, bei héufiger An-
wendung des Instrumentes fillt sie aber kaum ins Gewicht.

Beschreibungen und Erkl3rungen sind fiir viele Instrumente aus
AnlaB von Ausstellungen und im Auftrage von Prizisionswerkstitten
in Katalogen verdffentlicht worden. Einige EnzykIOpadlen geben,
neben Literaturnachweisen, meist in knapper Form eine Ubersicht
iiber die vorhandenen Konstruktionen zur raschen Orientierung des
Fachmannes. Es fehlt jedoch eine zusammenhiéingende Darstellung
der Einrichtungen dieser Instrumente mit Erklirungen und Hin-
weisen auf ihre Anwendung, die als Einfithrung in diesen Zweig
der Technik dienen konnte. Diese Liicke beabsichtigt das vorliegende
Biindchen auszufiillen, das in denjenigen Abschnitten, die es er-
lanben, so allgemein verstindlich wie moglich gehalten ist.

- Allerdings war auch hier eine Beschriinkung wegen der groBen
Ausdehnung des Gebietes geboten; die Auswahl des Stoffes 148t das
Inhaltsverzeichnis erkennen. Insbesondere wurden die mathemati-
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v Vorwort.

schen Zeicheninstrumente trotz darauf beziiglicher Vorarbeiten aus-
geschieden, da sie den Umfang des Buches nahezu verdoppelt hitten.

Der Verfasser hat sich einer vielseitigen Unterstiitzung erfreut,
fiir die er allen beteiligten Herren seinen lebhaften Dank auszu-
sprechen sich erlaubt. Durch das freundliche Entgegenkommen der
Verfertiger und Besitzer von Instrumenten war.es ihm vergnnt,
auch solche Konstruktionen, die er nicht durch eigene Anwendung
kannte, in Augenschein zu nehmen. Im Deutschen Museum in Miin-
chen wurde es ihm in entgegenkommender Weise ermoglicht, auch
ltere Instrumente kennen zu lernen. Leider fehlt in Deutschland
eine dauernde Ausstellung, die eine Besichtigung und womdglich
Erprobung der neuen Instrumente erlaubte.

Zu nicht geringem Danke ist der Verfasser den Herren Autoren,
Verlegern und Konstrukteuren verpflichtet, die Abhandlungen, Ab-
bildungen und Klischees giitigst zur Verfiigung gestellt haben. Dem
Vorteil gegeniiber, daB vielfach Originalabbildungen wiedergegeben
werden, kommt der geringe Nachteil kaum in Betracht, daB die
Bezeichnungen nicht iiberall dem Texte angepaBt werden konnten.

Endlich gedenkt der Verfasser mit besonderem Danke derer, die
ihm bei der Drucklegung mit Rat und Tat zur Seite standen, unter
ihnes besonders der Herren Dr. Schweydar und Prof. Dr. Peters.

Potsdam, im Juli 1912,

A. Galle.
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B L e S

1. Abschnitt.
Arithmetische Apparate mit logarithmischer Skala.

1. Logarithmischer Rechenschieber. (Rechenstab, régle &
calcul, régle logarithmique, slide rule, regola calcolatore). Eine
Logarithmentafel 1iBt sich auf verschiedene Arten durch eine

y
+24

+14

Fig. 1.

-21.

graphische Darstellung ersetzen. Betrachtet man die Zahlen als
Abszissen und die Logarithmen als Ordinaten in einem recht-
winkligen Koordinatensystem, so erhilt man die logarithmische
Kurve (curva logistica), mit deren Hilfe man die zueinander ge-
hirenden Numeri und Logarithmen ablesen kann (Fig.1). Auch der

rgang von gemeinen (Briggschen) zu natiirlichen (Napierschen)
Logarithmen kann in der Weise erreicht werden, daB man beide
logarithmischen Kurven fiir dieselben Abszissen darstellt; die Kurve
der natiirlichen Liogarithmen zeichnet sich vor allen auf eine andere
Grundzahl bezogenen dadurch aus, daB sie die Abszissenachse unter
dem Winkel 7 = 45° schneidet?).

1) Pir y = Ig ist ndmlich 3—1=tgf=%, also fiir z = 1 (y = 0)

t==45°. Im allgemeinen ist tg v = Modulus, also fiir Briggsche Loga-
rithmen (Mod = 0,48429) ¢, == 23° 28',5.

Galle: Mathematische Instramente. 1




2 I. Arithmetische Apparate mit logarithmischer Skala.

‘Wenn man in der allgemeinen Gleichung der Logistik y = a lg 2

in rechtwinkligen Koordinaten r und ¢ statt # und y schreibt, so

?
erhilt man die Gleichung der logarithmischen Spirale » = ae®
in Polarkoordinaten. Wenn die Polarwinkel ¢ in arithmetischer
Progression wachsen, so nehmen die zugehdrigen Leitstrahlen in
geometrischer Progression zu. Geht man also von einem Leitstrahl
aus, der die Lingeneinheit darstellt und schligt mit ihm als Ra-
dius einen Kreis, so erhiéilt man die Kreisbogenlingen als Loga-
rithmen der durch ihre Endpunkte gelegten Leitstrahlen der Kurve.

Ganz allgemein sind bei Zuordnung einer arithmetischen Reihe,
die mit O anfingt, zu einer geometrischen Reihe, die mit 1 be-
ginnt, die Glieder der ersteren die Logarithmen der Glieder der
geometrischen Reihe und hierauf beruhte die Einrichtung der ,,Pro-
greBtabuln“, der Vorlduferinnen der Logarithmentafeln. In An-
lehnung an diese Tafeln nach Byrgi (Byrgius 1552—1632) und
Napier?') (Lord Napier of Merchiston 1550—1617) entstand der
ProgreBstab als erster Rechenstab.

Fiir gemeine Logarithmen entspricht z. B. einer arithmetischen
Reihe mit der Differenz 0,1 eine geometrische mit dem Exponenten
1,259 (untere Seite der Figur 2 I). Die Strichintervalle sind die
graphische Darstellung der Glieder der geometrischen Reihe (Po-
tenzen von 10), wihrend die den Teilstrichen beigefiigten Zahlen
(die Exponenten von 10) in arithmetischer Reihe wachsen. Liest
man zu den Zahlen der arithmetischen Reihe (den Logarithmen)
die etwa auf Millimeterpapier gezeichnete Skala ab, so erhlt man
durch Schitzung von Zehntelmillimetern die Numeri auf drei Stellen,
und die Doppelskala, in der (oben in Figur 2I) die runden Zahlen
(Numeri) eingeschrieben sind, ersetzt eine Antilogarithmentafel.

Wenn man umgekehrt die Glieder der arithmetischen Reihe
(Logarithmen) auf eine Skala auftrigt und nur die Teilung und
Bezifferang der geometrischen Reihe beifiigt, so kann man die
Logarithmen abgreifen und graphisch addieren oder subtrahieren.
Auf diese Weise erhilt man eine Skala, mit der man logarithmische
Operationen ausfithren kann, ohne die Logarithmen zahlenmiiBig zu
kennen (oben in Fig. 2 IT).

Um einen Ersatz fiir die Logarithmentafel zn bekommen, mu8

1) Oft Neper genannt. Uber den ProgreBstab vgl. C. H. Miller,
ferner Kewitsch, Zeitschr. f. math. u. naturw. Unterricht, 1896, S. 383.




" 1. Logarithmischer Rechenschieber, 3

man noch die Bezifferung und Teilung der arithmetischen Reihe
hinzuftigen, wie sie unten in der Skala II der Figur 2 angegeben
ist. Diese bei den eigentlichen Rechenschiebern als IL-Skala be-
zeichnete Skala wird, wie wir sehen werden, verhiltnism#Big selten
in Anwendung kommen. In beiden Doppelskalen, I und II der
Figur 2, stehen oben die Zahlen, unten die Logarithmen. Die erste
(I) entspricht dem ProgreBstabe, die zweite (II) dem Rechen-
schieber.

3 2 4 % 4 7 5 39

dd

0010203 05 05 06 07 08 09
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7
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Fig. 2.

2. Bestandteile nach ihrer geschichtlichen Entwicklung.
Die erste Form eines solchen Rechenstabes stammt von Gunter
(1581—1626: Gunters scale oder Gunters line) und hat sich noch
fir besondere Zwecke als Navigation scale erhalten. Diese Skala
erfordert die Verwendung eines Zirkels, dessen Spitzen in Lcher auf
Messingpléttchen eingesetzt werden. Man greift die Lingen der
Logarithmen ab und setzt sie additiv oder subtraktiv aneinander.
Die so erhaltene Liinge triigt man vom Anfangspunkt ab, und kommt
so gem#B den Regeln loga + logb = log(a-b) und loga —

log b = log (g) auf die Zahl a - b oder ‘—;, welche das Produkt

oder den Quotienten der zuerst abgegriffenen Zahlen darstellt. Weil
man aber zuweilen fiber die eigentliche Skala hinwegspannen muB,
so ist ein Verlingerungsbrettchen unentbehrlich. Um den Zirkel
zu vermeiden, filhrte Oughtred (1574—1660)*) den Doppelstab
ein, der zwei vollstindig gleiche, aneinander verschiebbare Skalen
besaB. Die erste groBere technische Ausfithrung wurde auf An-
regung von James Watt um 1770 in der Metallwarenfabrik in
Soho verwendet (Soho Rules). Um 1650 gab Seth Patridge
dem Stabe die noch heute tibliche Gestalt durch Einfiigung der
Zumge (des Schiebers), die in Felgen des eigentlichen Stabes gleitet,

1) Bisher wurde dies Wingate (1698—1656) zugeschrieben, obige
Angabe macht Hammer (Zeitschr. f. Vermessungsw., 40, S. 27).

ll

2y
d1 02 ds o9 05 @6 dr ds d9 1



4 I. Arithmetische Apparate mit logarithmischer Skala.

wodurch eine sichere Fiithrung der Skalen aneinander erreicht wird.
Auf diese Weise war fiir vier Skalen Raum vorhanden, wobei die
obere Stab-(4) und die obere Zungenteilung (B) gleich waren,
ebenso die untere Zungenteilung (C), wihrend die untere Teilung
(D) auf dem Stabe den doppelten MaBstab besaB. Durch die Firma
Tavernier!) in Paris wurden die je zwei aneinander liegenden
Skalen (Fig. 3) genau gleich (4 = B und C = D) und zwar C
und D in doppeltem MaBstab wie 4 und B ausgefiihrt?), so daB
die Zahlen A und B die Quadrate der darunter stehenden Zahlen
C und D sind, also ein bequemes Hilfsmittel zum Quadrieren und
Quadratwurzel- Ausziehen bieten. Zuerst wird die Hinzuffigung
einer quadratischen Skala von Lambert®) erwihnt.

Um nun die Ubertragung zwischen nicht aneinander liegenden
Skalen zu ermdglichen, oder sicherer zu gestalten, kam.der von
Mannheim*) 1851 selbstiindig erfundene, aber auch schon friiher
benutzte Ldufer (courseur) hinzu, der auch zum Festhalten einer
Einstellung bei Verschiebung der Zunge wichtige Dienste leistet. Er
wird entweder als ein verschiebbares Metallsttick mit zwei gleichen
lings der Fugen zwischen 4 und B, bzw. C und D hinstreifenden, zu-
gespitaten oder geschirften Zeigern ausgefiibrt oder in neuerer Zeit
in Form eines an zwei oder allen vier Seiten eingefaBten Glas-
fensters konstruiert, das senkrecht zu den Skalen, also parallel
den Teilstrichen einen (oder zwei) auf der Unterseite des Glases
eingeritzten Strich trigt (Fig. 3). Durch Federn wird eine sichere
Fihrung des L¥ufers gew#hrleistet. Fiir genauere Ablesung und
fir schwiichere Augen werden auch Léufer mit Lupe oder Zylinder-
linse®) gefertigt. Als nach dem deutschfranzbsischen Kriege auf
Anregung von Prof. Goering®) (1841—1906) Dennert & Pape
in Altona die Verfertigung der aus Frankreich nicht mehr erhylt-
lichen Rechenschieber unternahmen, wurde die wichtige Neuerung,
die Teilungen auf Zellhorn (Zelluloid) anzubringen, eingefiihrt,

1) Anfangs Gravet-Lenoir, dann Tavernier-Gravet, zuletzst
Tavernier-Vinay.

2) Figur 8. Im fibrigen empfiehlt es sich, den folgenden Er-
drterungen an der Hand eines Rechenschiebers zu folgen.

3) Beachreibung und Gebrauch der logarithmischen Rechenstibe.
Augsburg 1761 und 1772. :

4) Artillerieoffizier in Metz, spiter Professor in Paris.

5) Nestler in Lahr (Baden).
. ‘BG)hAnleitmg zum Gebrauch des Rechenstabs. Gebr. Wichmann
in Berlin.




2. Bestandteile des Rechenschiebers. 5

whhrend sie vorher direkt auf Holz, Elfenbein oder Metall auf-
getragen waren. Die Bekleidung der Ober- und Unterseite des
Stabes mit Zellhorn?') dient zur Verhinderung der Kriimmung durch
Feuchtigkeit; zur Regulierung des Ganges der Zunge werden Stell-
schrauben ?) angewendet. Auf diese Weise ist ein nahezu einheit-
licher Typus der Rechenschieber aus den ersten Fabriken Deutsch-
lands %) entstanden. Die gebriuchlichste Liinge betrigt 25 cm oder
wenige Zentimeter mehr. Die halbe und doppelte Linge kommen
ebenfalls vor, erstere bei Tascheninstrumenten®) von geringerer
Genauigkeit, letztere an der Grenze der Handlichkeit.

Fig. 8.

8. Teilungen. Die unteren Skalen C und D enthalten die
logarithmischen Lingen fir die Zahlen 1 bis 10. Diese Léngen®)
sind von den Anfangspunkten aus abgetragen und an den Teil-
strichen sind die Zahlen angeschrieben. Nur an Stelle von 10 steht
wieder 1, da der dekadische Logarithmus von 1 und 10 nur durch
die Kennziffer unterschieden wird. Da nun die Absténde sich ver-
ringern, so war fiir die Unterabteilungen maBgebend, daB die
Intervalle nicht mehr als 1 mm und nicht weniger als 0,5 mm
betragen sollen, um die Ablesung mdglichst genau, aber die Tei-
lung nicht zu eng zu machen. Infolgedessen konnte (bei 25 cm

1) 8. Note 5 8. 4. 2) 8. Note 6 8. 4.
3) Wir erwithnen noch A. W. Faber.
4) Figur 3.

5) Zahl. Logarithmus>< 1 = Linge

1 0,00000 ><250= 0,00 mm

2 0,30108 ><260 = 75,26 ,,
8 047712  ><250 =119,28 .,
4 0,60206  >< 250 = 150,62 ,,
5 0,69897 ><260 =174,74 ,,
6 0,77816  >< 260 = 194,64 ,,
7 0,84510 ><250 = 211,28
8 0,90809  >< 250 = 225,77 ,,
9 095424  >< 250 — 288,56 ,,

10 1,00000 >< 250 = 250,00 ,,



6 1. Arithmetische Apparate mit logarithmischer Skala.

Linge der Skala) der Zwischenraum zwischen 1 und 2 in 100
Teile geteilt werden.!) Von 2 bis 4 schreiten die Zahlen um 0,02,
zwischen 4 und 10 um 0,05 fort. Um die Ubersicht nicht zu er-
sohweren, ist bei den Zwischenstrichen (auBer bei den Zehnteln
von 1 bis 2) die Bezifferung fortgelassen und sind nur langere
Striche zur Unterscheidung benutzt worden. Die an einander lie-
genden Skalen A und B der oberen Hilfte des Stabes und der
Zunge sind ganz entsprechend wie C und D konstruiert, nur be-
stehen sie aus zwei halb so langen (125 mm) einander fortsetzen-
den, unter sich gleichen Skalen. Man kann daher den Anfangs-
strich als 1, den Mittelstrich als 10, den Endstrich als 100
ansehen, Jedoch sind alle drei mit 1 bezeichnet. Der Kiirze der
Teilungen wegen sind hier die Unterabteilungen an Zahl geringer,
indem sie zwischen 1 und 2 um 0,02, zwischen 2 und 5 um 0,05,
zwischen 5 und 10 um 0,1 fortschreiten. AuBer diesen Zwischen-
strichen sind auf den meisten Rechenschiebern noch einige Striche
eingetragen, die fiir besondere Zwecke niitzlich sind, oft auch
stdrend empfunden werden, so fir = = 3,142 (zugleich zur Ver-
wandlung preuBischer FuB in Meter?) dienend), ¢” = 206265,
o = 3438 fur alte Kreisteilung, ¢, = 636620 fir neue Kreis-
teilung u. a. Die Riickseite der Zunge trigt ebenfalls Teilungen,
die entweder bei umgewendet eingeschobener Zunge an den Vorder-
teilungen oder bei umgewendetem Instrument an Indexstrichen in
zwei Ausschnitten der Unterfliche des Stabes links und rechts
abgelesen werden. Die obere dieser Teilungen auf der Riickseite
der Zunge, mit § bezeichnet, gibt die Sinus in der Einheit der
A-Teilung, die untere, mit 7' bezeichnete die Tangenten der Winkel
in der Einheit der D-Teilung, wiihrend die mittlere, meist L be-
nannte, eine um 0,5 mm gleichm#Big fortschreitende ist. Schiebt
man die Zunge umgewendet ein, so daB die S- und A-Teilung an

1) Zahl. Logarithmus>< 1 = Linge. Diff.
1,00 0,00000 ><250= 0,00 mm 1.08
1,01 0,00432 ><260= 1,08 , '

103 000860 ><280= 215 , 07

198 020667 ><260=Ta1T , (.,

199 - 020886 > 260 74,71 , ook
A )

2,00 080108 ><250 — 75,26 ..
2) Genauer 1 pr. FuB = 0,3189 m.



8. Teilungen des Rechenstabes. 1

einander liegen und Anfangs- and Endstrich gegeniiberstehen, so
sind die Zahlen A1 bis .4 100, mit 100 dividiert, die Sinus der
auf der S-Skala angegebenen Winkel. Diese beginnen mit 0° 34’,41),
fir kleinere Winkel rechnet man mit dem Arcus-Verhéltnis ¢, nim-
lich sine = ;7 in Minuten. Bis zu 10° schreitet die §-Teilung um
5’, bis 20° um 20’, von 20° bis 40° um 30’, von 40° bis 70° um 1°
fort, diesem letzten bezifferten Striche folgen die Striche bis 80°im
Abstande von 29 dann noch 85° und 90° Da die B-Teilung der
Zunge identisch mit der A4-Teilung des Stabes ist, so entsprechen
sich auch die Striche B und § auf der Vorder- und Riickseite der
Zunge und da der obere?) Indexstrich im rechten Ausschnitt der
Unterfliche mit dem Endstrich der Stabteilung auf der Oberseite
korrespondiert, so liest man auf der nach rechts?) ausgezogenen
umgewendeten Zunge die Grade der S-Skala unter dem Endstrich
ab, deren Sinus auf der B-Skala bei umgewendetem Instrument
am Indexstrich der Unterseite erscheinen. Wenn man die Zunge
in der Weise umgekehrt einschiebt, daB die C-Teilung gegenliufig
an der A-Teilung, ebenso B an D anliegt, und die Zunge nach
links herauszieht, so kann man am Indexstrich des linken Aus-
schnittes der Unterseite die Grade®), deren Ziffern auf dem Kopfe
stehen, auf der S-Skala einstellen. Da diesem Indexstrich auf der
Oberseite der Anfangsstrich der Stabteilung (A4 und D) entspricht,
so steht hier auf der B-Skala gegentiber dem Anfangsstrich von
D der Sinus. Oder man kann, da das herausgezogene Stiick der
Zunge der Einriickung am rechten Ende gleich ist, ebenso gut
dieselbe Zahl auf A iber dem Endstrich C der Zunge ablesen,
da ja A und B identische Skalen und in dieser Lage gegenliufig
sind. Bei normaler Zungenstellung endlich, d. h. bei gleich ge-
richteten und an einanderliegenden A und B erh#lt man beim
Ausziehen der Zunge nach rechts zu den am Index der Unterseite
abgelesenen Gradzahlen S iiber dem Anfangsstrich von B (auf der
Zunge) auf der Stabteilung A die reziproken Werte der Sinus, also

1) 8in 0° 84’,4 = 0,01, dem mittleren 8tich A4 10 entspricht
sin 5° 44",8 = 0,1, dem Endstrich 4 100 entspricht sin 90° = 1.

2) Links und rechts sind stets so zu verstehen, daB der Anfangs-
punkt der Stabteilungen (4 und D) links liegt, der Endpunkt rechts.

Bei umgewendetem Instrument ist dann die der Skale D entsprechende

Seite die obere, die der Skale 4 entsprechende die untere.
8) Z. B. §80° B 50:100 = 0,5.
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die Kosekanten.!) Denn es ist jede Zahl A tiber dem Anfangs-
strich der Zunge (B 1) reziprok zu jeder Zahl B unter dem End-
strich (4 100) des Stabes?), und andererseits liegen die entspre-
chenden Zahlen B der Vorderseite und S der Riickseite der Zunge
ibereinander.

Die T-Teilung entspricht den O- und D-Skalen, so da8 bei
umgewendeter Zunge und Anliegen von 7’ und D beim Zusammen-
fallen der Endstriche die Tangenten®) direkt unter den Graden
stehen. Dem Anfangsstrich 5° 43',8 von 7' entspricht die Ablesung
0,1 auf D, dem Endstrich 45° D 1. Die T-Teilung schreitet bis
20° um 5’, von 20° bis 45° um 10" fort. Fiir Winkel kleiner als
50 43,8 wird tang durch sin ersetzt. Fiir Winkel groBer als 45°

wird tgé; = t'§(90+-?) gebildet. Die Regeln sind entsprechend

denen bei der S-Skala, so daB wir sie kurz aufstellen:

Vorderseite 7' an D, Riickseite Index links: Fiar Winkel T’
gegeniiber D 1 ist C gegeniiber Index die Tangente.

Vorderseite 4, B, C, D in normaler Lage: C gegeniiber D 1 ist
Tangente von 7' am linken Index der Riickseite oder auch D gegen-
tiber C'10 Kotangente desselben Winkels.

Vorderseite 4, C, B, D bei umgekehrt eingeschobener Zunge:
D*) gegeniiber B 1. Tangente von T (Ziffern auf dem Kopfe)
am oberen Index rechts.

Die L-Teilung triigt eine den andern Skalen entgegengesetzt
laufende gleichm#Bige Teilung und Bezifferung von O bis 10 mit
50 Unterabteilungen zwischen je 2 Zahlen. Wendet man und
dreht man gleichzeitig die Zunge um, so daB L in gleicher Rich-
tung wie 4 und D liuft, so kann man mit Hilfe des Laufers zu
jeder Zabl D den (beim Zusammenfallen der Endstriche) dariiber-
stehenden Logarithmus (auf dem Kopfe stehend) auf L ablesen.
Bequemer liest man bei normaler Zungenlage und nach rechts
herausgezogener Zunge am rechten unteren Index der Unterseite
den Logarithmus der Zahl D ab, die dem Anfangsstrich (C'1) der
Zunge gegenfibersteht.®)

1) Zu S80: 42 dber B1:cosec80°=2.

2) log A 4+ log B=1log1.

8) Hier muB man die abgelesenen Zahlen mit 10 dividieren.

4) Oder auch C (auf dem Kopfe stehend) gegeniiber .4 100.

5) Denn das rechts herausgezogene Stiick ist gleich dem einge-
schobenen links, also sind die vom Endpunkt des ersteren gemessenen
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Zur Verwendung des Rechenschiebers als Zeicheninstrument
dient die abgeschriigte obere Kante (neben der A-Skala) mit einer
25 cm langen Millimeterteilung, deren Endstriche mit denen der
Stabteilungen zusammenfallen. Die gerade Kante des Instrumentes
(an der D-8kala) ist dagegen ihrer ganzen Lénge nach (der auch
die Lénge der Zunge gleich ist) in Millimeter geteilt. Zieht man
die Zunge heraus, so setzt sich ihre Linge an der dadurch sicht-
bar werdenden Bodenfliche fort, die also mit der Zungenlinge
zusammen einen MaBstab von doppelter Linge des Instruments
(etwa 50 cm) darstellt.

4. Stellensahl. Fir alle Rechnungen mit dem (25 cm)
Rechenschieber zieht man hdchstens 4 Ziffern der vorgelegten
Zahlen ohne Riicksicht auf die Stellung des Kommas in Betracht.
Die Stellung des Kommas im Resultat erhdlt man am besten
durch besondere Uberlegung?).

In manchen Fillen, besonders bei einer griBeren Anzahl auf-
einanderfolgender Multiplikationen und Divisionen, kann es vor-
teilhaft sein, die Stellung des Kommas im Resultat durch eine
mechanische Regel festzustellen oder zu kontrollieren. Zu diesem
Zwecke denkt man sich die gegebenen Zahlen in der Form
410" +510"*4+¢10"*+.. 4+ g10'+ A10°+ §10~* 4+ £k10~%... 9).
Den Exponenten # bezeichnet man als fiihrende Ordnungsziffer.
Bei einem Produkt ist die fihrende Ordnungsziffer gleich der
Summe der fiihrenden Ordnungsziffern der Faktoren.®) Reicht die
Skala nicht zur Aneinandersetzung der Logarithmen aus, so ist
ein Riickschlag ndtig, indem man den Endstrich der Zunge statt
ihres Anfangsstriches benutzen muB, was einer Division mit 10
gleichkommt. Man muB daher das Resultat mit 10 multiplizieren
oder fir jeden Riickschlag die Ordnungsziffer um 1 erhohen.4)
Bei der Division ist die fihrende Ordnungsziffer des Quotienten

Logarithmen den vom Anfangspunkt des letzteren gezihlten Zahlen
ﬁggh&ig. Am rechten Ausschnitt der Unterseite befinden sich zwei
izes.

1) 0,000383 >< 0,00282. Der Rechenschieber gibt 383 >< 282 = 108,
wenn das Komma nicht beachtet wird. Es ist nun in Einheiten der
8. Dezimalstelle 0,4 >< 3 zu bilden, man erh#lt also ungefihr eine Ein-
heit der 6. Dezimalstelle im Resultat: 0,00000108.

2) 1686,749 —1.10*4-6-10*4- 3.10' 4 6.10° 4} 710~ 4 4.10?
+9-10-% Fihrende Ordnungsziffer 3.

8) 3><8==6, 04+ 0=0. b516><16=82566, 2+ 1=38.

4) 8><4==(0,8><4)10 =12, (04 0) 4 1=1.
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gleich der Differenz der Ordnungsziffern von Dividend und Divi-
sor, wenn man mit derselben Skala ausreicht.!) Ist dagegen ein
Vorschlag erforderlich, der eine Ablesung am Endstrich statt am
Anfangsstrich, also eine Multiplikation mit 10 bedeutet, so muB
man die Ordnungsziffer um 1 erniedrigen.?) Diese Regeln werden
gewdhnlich in den Gebrauchsanweisungen in anderer Form aus-
gesprochen, indem man die Stellenzahl (die um 1 héher ist als
die Ordnungsziffer) einfithrt.

Multiplikation:

Ergebnis in derselben Teilung rechts: Stellensumme minus 1
Ergebnis in derselben Teilung links (bei A/B auch in der fol-
genden Teilung rechts): Stellensumme.

Division:

Ergebnis in derselben Teilung links: Stellendifferenz plus 1
Ergebnis in derselben Teilung rechts (oder bei 4/B in der vorher-
gehenden links): Stellendifferenz.

Zur Erinnerung an diese Regeln findet sich auf manchen
Stében linker Hand @ + 1, rechter Hand P — 1 angeschrieben
(@ Quotient, P Produkt).

5. Theorie. Die Striche x einer Skale von der Liéinge 1 seien
die Endstriche der vom Anfangsstrich x, abgetragenen Strecken
ip(z). Wenn noch der Endstrich der Skala mit z, bezeichnet
wird, so ist Ap(z,) = 0 und Ag(z,) = 4, also ¢(z,) =0 und
@ (z,) = 1.%) Die Liinge einer zweiten Skala werde entsprechend
mit u, Anfangs- und Endstrich mit y, und y, bezeichnet und die
Streckenléngen vom Anfangsstrich aus seien py(y), dann ist eben-
80 7(yp) = 0 und y(y,) = 1.

Bei beliebiger Verschiebung der Skalen und gleichlaufender
Teilung seien (z, y)
Ty 4 x @ Zn und (a, b) zwei Paare
einander gegeniiber-
liegender Striche.
Ferner liege dem
BuBersten Strich y,
der Strich A, dem #uBersten Strich der andern Skala z, der Strich B
gegentiber. Wir lesen aus Figur 4 ab:

Y% Yy b B
Fig. 4.

1) 6:8=2,0—0=0. 8266:16=2516, 3 —1=2.
2) 12:4=(1,2:4)><10=38, (1 — 0) — 1 =0.

8) Fir ¢(x)=1logx ergibt sich z, =1, xz,=10; fir p(@@)= °

log (10 tang x) ist x, == 5° 48,8, x, — 45°.
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g Mo(@) — 9(@)] = plx(®) — 1®)]

oder
ip(z) — pr(y) = Ao(a) — py(b).

Lassen wir das & 4 & a Ty
Paar (z, y) wandern,
80 daB es einmal mit

2z = A, Y=Y, Yn Yy b B Y%

das zweite Mal mit Fig. 5.
z =g,, Yy =DB zusammenfillt, so erhalten wir

(1) rop(4) =1p(a) — uy(®) = ro(z) — p1(y) = 2 — wr(B)-
Sind die Skalen gegenliufig (Figur. 5), so ist
Ao@) — o@)] =— u[2(6) — 1]
ip(@) + p2(y) = 19(a) + p1(b)

oder

und
(2) ro(4)+p=1gp(a)+ py () =1p(2) + pr(y) =1+ px(B).

Die Ausdriicke A¢(z) F p7(y) haben also fiir eine bestimmte
gogenseitige Lage der Skalen einen konstanten Wert, der durch
die dem Anfangs- oder Endstrich der andern Skala gegeniiber-
liegende Ablesung bestimmt ist. FaBt man (1) oder (2) als eine
Gleichung zwischen zwei Unbekannten z und y auf, so kann man,
wenn noch eine zweite Gleichung zwischen ihnen gegeben ist,
(falls sie einfacher Natur ist) mit dem Rechenstab die Unbekannten
finden. Ein solcher Fall ist der, daB die Summe oder Differenz
« 4+ y = k gegeben ist. Man sucht dann dasjenige Zahlenpaar bei
der durch die erste Gleichung (1 bzw. 2) bestimmten Skalenstel-
lung auf, das die Summe oder Differenz & hat.!)

1) Ein Beispiel bietet fir den gewdhnlichen Rechenschieber die
Auflésung einer quadratischen Gleichung, z. B. 7,16x? 4 36,38«
-+ 40,45 =0. Durch Division (mittels des Rechenschiebers) mit 7,156
erhilt man 2®-4 5,092} 5,66 =0. Zwischen den beiden Wurzeln
x, und x, bestehen also die Gleichungen: z, -z, = - 5,66 oder log x,
+ loga:, = log (6,66), und x, 4 &, == — 5,09. Nach (2) schiebt man
die Zunge gegenliufig ein, stellt ihren Anfangsstrich iiber 5,66 der
Stabteilung D und findet mit Hilfe des Liufers auf den nicht an-
liegenden Skalen C und D die Zahlen 1,68 und 3,46 gegeniiberstehend,
deren Summe 5,09 ist, also &, = — 1,68, , = — 3,48. — Bei normal



12 I. Arithmetische Apparate mit logarithmischer Skala.

Die Gleichungen (1) und (2) enthalten die Losung der fiir den
Rechenschieber vorkommenden Aufgaben, wenn sie den besonderen
Fillen angepaBt werden. Insbesondere wird h#ufig g =21 sein.?)

6. Das Rechnen mit dem 8tabe. Bei zwei identischen
Skalen (A und B oder C und D) ist nach Figur 4 und nach 5. (1)
bei einer bestimmten Stellung log A + log b = log a also 4b=a.
Hieraus ist das Verfahren bei der Multiplikation ersichtlich,
wo die Reihenfolge der Faktoren willkiirlich ist. Man sieht zu-
gleich, daB bei dieser Stellung alle Zahlen » das A-fache aller
Zahlen y sind, der Rechenschieber vertritt daher eine Verwand-
lungstabelle, die man. leicht durch eine andere (wie es z. B. fiir Kurs-
tafeln wiinschenswert ist) ersetzen kann, indem man A einen
andern Wert gibt (durch Verschiebung der Zunge). Andrerseits
ist loga —log b =1log A oder a/b=A, woraus sich das Verfahren
fiir die Division ergibt. Zugleich ist fiir jedes Wertepaar z/y = A4;
wenn die Fuge zwischen den beiden Teilungen als Bruchstrich be-
trachtet wird, so ist der Bruch, den jedes Zahlenpaar bildet, fiir
eine bestimmte Zungenstellung derselbe.

Hiermit ist die wichtigste Anwendung des Stabes, n#imlich die
fiir die Proportionalrechnung, gegeben. Es ist z:y = a: b. Ist 2
gesucht, so stellt man a tiber b und liest & gegeniiber y ab.

Bei identischen, aber gegenliufigen Skalen ist z-y= A nach
5.(2) und Figur 5. In dem Falle 2, = A (d. h. wenn sich z,undy,
gegeniiberstehen, die Zunge ganz eingeschoben ist), sind # und y
reziproke Werte (weil z, = 1), die mit dem Laufer eingestellt
werden, weil die Skalen nicht aneinander liegen.

Die Quadratbildung erfolgt entweder durch Multiplikation

eingeschobener Zunge, bildet man nach (1) log(6,66) — log z, = log , .
Man hilt in diesem Falle mit dem L#iufer die Zahl 5,66 auf der
Stabteilung fest und verschiebt die Zunge so lange, bis der ihrem
Anfangsstrich entsprechende Wert (x, = A4) der Stabteilung und die
unter dem Liuferstrich auf der Zunge erscheinende Zahl (y = x,) die
Summe 6,09 ergeben. — Ldsung der Keplerschen Gleichung. Astr.
Nachr. 186, 357.

1) Beim gewdhnlichen Rechenschieber ist fiir die Skalen 4 und B
4 == p und ebenso fir C und D. Wenn man dagegen A oder B mit C
oder D kombiniert, so ist 1 (fir 4 und B)=1 gesetzt, p =2 (fiir
C und D). In diesem Falle ist (4 oder B): ¢(x)=logz, (C oder D:
27(y)=2logy =logy’. Wenn die Anfangspunkte zusammenfallen,
erhiilt man daher x (auf 4 oder B)=y?* (auf C oder D) oder auch

y=V=.
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oder einfacher durch Ubergang von der Skala D auf A4 oder von
C anf B mit Hilfe des Liufers. Die Quadratwurzel wird um-
gekehrt durch Ubertragung von 4 auf D oder von B auf C ge-
funden; man teilt die gegebene Zahl vom Komma in Gruppen von
Je zwei Stellen. Ist die Zahl ungeradstellig, so benutzt man die
linke, ist sie geradstellig, die rechte Hulfte von A (oder B).
Den Kubus N?® findet man, indem man den Zungenanfangs-
strich tiber N(D) (N auf Skala D) stellt und N?® iiber N(B) auf 4
abliest. Bei umgekehrt eingeschobener Zunge stellt man N(A4) und
N(C) einander gegentiber und findet N3 auf A gegeniiber 1C (1 auf
Skala C). Da nur ein Endstrich in Frage kommt, entsteht kein Zwei-
fel. Bei der Kubikwurzelziehung teilt man die gegebene Zahl
vom Komma aus in Gruppen von drei Ziffern. Je nachdem die erste
Gruppe giiltiger Ziffern ein-, zwei- oder dreistellig ist, benutzt man
die linke Halfte von A und den Anfangsstrich von B (fir 1—10),
die rechte Halfte von A und den Anfangsstrich von B (fiir 10—100),
oder die rechte Seite von 4 und den Endstrich von B (fiir Zahlen
100—1000).') Bei verkehrt eingeschobener Zunge stellt man
einen Endstrich der nach links fortschreitenden Skala C auf die
Zahl N der anliegenden Skala A und zwar stellt man, je nachdem
die erste dreistellige Gruppe auBer etwa voranstehénden Nullen

1 Ziffer enthylt:

N auf der linken Hilfte von A: den rechten Endstrich von C
2 Ziffern enthilt:

N auf der rechten Hilfte von A: den rechten Endstrich von C

3 Ziffern enthilt:
N auf der linken Hilfte von A: den linken Endstrich von C

1) Beispiele: 1'/5 = 2. Liufer auf 8 4 (links). Man verschiebt die
Zunge, bis 1C iiber derselben Zahl D steht, die auf B (links) unter
dem Liyuferstrich erscheint. (Also 1C iiber 2D, wenn 2B unter 8 4).

TYT'I = 8. Laufer auf 27 4 (rechts). Man verschiebt die Zunge, bis auf
er linken Hilfte von B dieselbe Zahl unter dem L#uferstrich steht,
wie auf D unter dem Zungenanfang. (1C tiber 8D, 274 iiber 3B).

%216=6. Laufer auf 216 4 (rechts). Zungenverschiebung bis auf
unter dem Zungenende dieselbe Zahl steht, wie auf B (rechts)
unter dem L#uferstrich (10C iiber 6 D, 216 4, iiber 6 B,). Ist N die
Zahl auf 4 und steht darunter y auf B, so steht auf A fiber dem

Zungenendstrich y_ «! und unter demselben Zungenende z auf D,
mithin ist N=a? fir y=2x.
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gegeniiber N. Diejenige Zahl, die auf den anliegenden Skalen 4 und C
sich selbst gegeniibersteht, ist i/ N.

Um eine beliebige Potenz oder Wurzel mit dem Rechenschieber
zu bilden, mu8 man mit Benutzung der Formeln log (a™) = nlog a

und log % ~Lloga und log log (a") = log % - loglog a,
7 108 8 g g

log log ('i/a) = loglog a — logn vom Numerus zum Logarithmus
fibergehen, wofiir die oben (8. 9) beschriebene L -Teilung dient.
Wegen des Wendens des Instruments ist dies Verfahren unbe-
quem. Eine Erleichterung gibt Martiny!) an, indem er die obere
schriige mm-Teilung _benutzt, deren Teilungsendstriche mit denen
der Stabteilung zusammenfallen. Stellt man den Liufer auf den
Anfangsstrich der Stabteilung ein, so reiBt man auf der iiber der
mm-Teilung gleitenden Seite des Laufers auf dem Metalle einen
Strich ein (bzw. bringt man einen Zeiger an), der mit 0™™ zu-
sammenfyllt. Man verwendet dann bei Verschiebung des L#ufers
einfach die in Millimeter abgelesenen logarithmischen Liingen (vgl.
S. 5 Anm. 5) statt der L-Teilung.?) Die Skalenlinge von 250™®
entspricht der Zahl 10, fiir jede Potenz von 10 ist sie um das
vielfache, welches der Exponent angibt, verlingert zu denken.®)

Um die Rechnung mit gebrochenen Exponenten noch mehr zu
vereinfachen, hat Lanchester?) einen besonderen Liufer kon-
struiert, den er Radial Cursor nennt. In dem L#uferrahmen ist
senkrecht zu den Skalen ein Schieber M NO verstellbar, der am
Ende einen Knopf O triigt, um den sich ein durchsichtiger Zell-
hornstreifen dreht. Eine auf diesem eingeritzte gerade Linie 0J K
geht durch die Kopfmitte. Insbesondere dient diese Vorrichtung
fir die Gleichung der adiabatischen Kurve pv’ = konst., so daB

1) Deutsche Mechaniker Zeitung, 1906, S. 148.
1 [}

[ =
2) Beispiel: }/1,6=(1,6)"" =2 16D=44m= 44C iber 43D,
Uber 6D steht 614 C, also 44 - % = 6,14. 6,14®=1,068 D, x=1.058.
8) Beispiel: 284 == 0,0067%, also 2,34.10%=(6,7-10—3)7
2,84 D =92,3"", also 234=92,8 -} 2250 — } 592,3==
6,7D=206,6, also 0,0067 = 206,56 — 3 - 260 — — 543,6m=
592,8
— = 5485 = 1,09.
4) Phil. Mag. (5) 41, 52.
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z. B. log p; — log p; = y(logv; — log v,) ist. Schiebt man die
Zunge verkehrt ein, so stehe auf Teilung A: K auf py, M auf p,,
auf Teilung B: J auf v,, N auf v, ein, dann ist auf Teilung 4

die Strecke MK = log p, — log p,, auf Teilung B die Strecke
M MO MN

NJ = logv;, —log v;. Nun ist y = N = N0 — 14 o und
NO = ;{—NI Da MN die Zungenbreite ist, so kann man fiir

verschiedene Werte y die Lénge NO oder auch NZ, wo Z die
Mitte von M N ist, berechnen und

eine Skala auf MO anbringen. __ K’ M K 4
Reicht die Skala fir die gegebe- N /
nen oder gesuchten Werte von y
nicht aus, so nimmt man statt J. N /75
1 S

dessen —.!)

Boys?) fiigte bei seinem Re- .
chenschieber noch eine Skala der 0
Logarithmen der Logarithmen Fig. 6.
hinzu.

Die Priifung des Rechenschiebers wird sich der Hauptsache
nach auf das Zusammenfallen der Anfangs- und Endstriche der
Teilungen auf Ober- und Unterseite der Zunge mit denmen der
Stabteilungen erstrecken. Auch muB das Zusammenfallen der
Striche der gleich geteilten Skalen und zugleich die zur Skalen-
richtung senkrechte Lage des Liuferstrichs geprfift werden. Es
kommen zuweilen auch Teilungsfehler an einer einzelnen Stelle
vor, die am ehesten durch Proberechnungen entdeckt werden.

Die Genauigkeit des Rechnens ist von dem einzelnen In-
strumente, insbesondere aber auch von dem Rechner abhingig.
Im Mittel wird man fiir den Rechenschieber von 25 cm Linge

1) Ein anderes Beispiel ist 7= 8. Da xz offenbar ein Bruch ist,

sucht man % =i%g—;. Man stellt den L#ufer in die Mitte der Skala,
hiilt den Zellhornarm so, daB die Exponentiallinie durch 74 geht und
verachiebt den Knopf O in der Richtung O M so lange, bis der 8(4)
auf B gegeniiberliegende Punkt von der Exponentiallinie getroffen wird.

Dann gibt die Skalenablesung bei Z 1.77, also ist @ =%= 0,566.
- 1
2) Nature 72, 46, 1905 (s. w. unten Fiirle).
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0,2 %, oder % Fehler annehmen konnen, doch geben einzelne
Rechner Genauigkeiten bis zu 0,05 9, an.

7. Einige besondere Rechenschieber. Um eine gréBere
Genauigkeit von etwa 0,03 %, zu erzielen, hat man bei gleicher
Linge des Instruments die Skalenlinge dadurch verdoppelt, da8

die obere Stab- und Zungenteilung nur die Zahlen von 1 bis

]/16 = 3,162, die unteren Teilungen die Fortsetzung von Vﬁ
bis 10 enthalten.') Bei dem Prdzisionsschieber von Nestler ist
die L-Teilung auf die Vorderseite genommen und ebenfalls in
zwei iibereinander liegende Hilften geteilt, und dadurch auf der
Riickseite der Zunge Platz gewonnen, um auch den S- und 7-Tei-
lungen eine doppelte Lénge zu geben?); die Hinzufiigung der ge-
wohnlichen Teilung von 25 cm Linge und zwar zweimal mit ver-
schiedener Bezifferung (1—10 und 10—100) macht den Stab
nur wenig breiter und die Bildung der Quadrate und Wurzeln
sehr bequem. Diesen Vorziigen steht ein geringer Nachteil gegen-
iber, der darin liegt, daB das Ergebnis bald auf der oberen, bald
auf der unteren Skala erhalten wird. Jedoch ergibt sich als sehr
einfache Regel, da8 bei Benutzung der noch durch ein Kreuz ausge-

zeichneten Zwischenendstriche (V@ auf der Zunge, das Produkt
bei der Multiplikation nicht an der anliegenden, sondern auf der
gegenilberliegenden Skala abgelesen wird, und umgekehrt bei der Di-
vision, daB bei Einstellungen mit Hilfe des Liufers, also Gegeniiber-
stellung von Zahlen der oberen und unteren Skala, die Ablesung an

dem einen Zwischenstrich (V 10, nicht am Endstrich 1 oder 10)
erfolgt. Diese Regel folgt daraus, daB die Zahlen der unteren

Skala (der Fortsetzung der oberen) das }J/10-fache der oberen
sind. Wenn also durch Einstellung mit dem Zwischenstrich das

V/10-fache an der anliegenden Skala erhalten wiirde, so muB man

1) Bei dem Stabe von Nestler sind oben einige tiberschiissige
Teilstriche bis 8,8, unten von 8,0 ab hinzugefiigt. Der von Frank
(Stuttgart) konstruierte Stab unterscheidet sich von dem oben be-
schriebenen von Nestler durch das Fehlen der Quadratskala und die
Anbringung der L-Skala auf der Riickseite der Zunge. Eine An-
nehmlichkeit dieser Stibe liegt in der Verteilung der Ziffern, die eine
Verwechslung nahezu unmdglich macht.

2) Wiihrend der Gebrauch dieser Teilungen beim gew&hnlichen
Rechenschieber sehr zuriicktritt, ist hier eine 4 stellige Rechnung
damit ermdglicht.
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noch mit /10 multiplizieren oder dividieren, d. h. auf die gegen-
diberliegende Skala iibergehen: obere Skala ¢(z) = log z, untere

Skala (z) = log (/10).

Die franzbsische Katasterverwaltung benutzt einen Stab nach
diesem Prinzip, aber von doppelten Dimensionen (Skalenlinge 1 m,
Stablénge 50 cm) zur Ausfihrung aller einschligigen Rechnungen.
Bei langen Schiebern 148t sich jedoch die Konstanz der Uberein-
stimmung identischer Skalen schwerer erreichen.

Rechenschieber zu besonderen Zwecken sind in groBer
Zahl konstruiert worden.?) Ein Teil bezweckt Vereinfachung und
damit Verbilligung durch Weglassung von Teilungen?) oder Be-
schriinkung der Striche.®) Nur erwihnt seien Schieber fiir kauf-
minnische (Hannyngton) und fiir militdrische Zwecke (Schritt-
maB), zur Rechnung nach den tachymetrischen Formeln (Skalen mit
sine-cose und cos®e), zur Berechnung barometrischer Hohen
(Sresnewsky),*) fir Ingenieure usw. Hervorgehoben seien zwei
besonders vielseitige St#be, bei denen durch eine praktische An-
ordnung der Skalen die Ubersicht ermdglicht wird.

Der Nautisch-Astronomische Rechenstab von R. Nel-
ting®) gestattet das direkte Rechnen mit den Quadraten und
Wurzeln der Zahlen und der trigonometrischen Funktionen und
findet eine vielseitige Anwendung in der terrestrischen und astro-
nomischen Navigation. Der 52 em lange Stab trigt nicht allein
auf der Ober- und Unterseite, sondern auch auf den langen Seiten-
flichen Teilungen, die durch einen den Stab rings umfassenden
Laufer (Z) mit vier Glasfenstern und Einstellstrichen in Beziehung
gesetzt werden. Er enthalt ferner zwei Schieberzungen (Y, ¥, Fig. 7,
X Hauptteil, I Stellschrauben); die tibereinander liegen, aber mit-
einander vertauscht werden konnen und deren jede auf beiden
Seiten Teilungen triigt, die durch Umwenden der Zungen, sowohl

1) Favaro zahlte 1879 bereits 44 Arten auf (Atti del R. Istituto
Veneto di Scienze. Serie 5. T. b, 4956. Venezia 1878/79).

2) S- und T-Teil (Sickler).

8) Weglassung der letzten Unterabteilungen (Dennert u. Pape).

4) Hierzu kann auch der gewdhnliche Rechenschieber diemen,
vgl. Zeitachr. f. Verm. 20, 279. 1891.

5) Hamburg 1909 im Selbstverlage ist unter obigem Titel eine
eingehende ung mit zahlreichen Beispielen erliiuterte Broschiire er-
:'cll:llenen' auf die hier verwiesen sei. (Sie enth&lt aber viele Druck-
ehler!)

Galle: Math tische Instr t 2
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mit der Ober-, wie mit der Unterseite des Stabes zusammengestellt
werden kénnen. Um einen Uberblick zu erhalten, mdge eine Zu-
sammenstellung der Teilungen folgen?):

A) Obere Fliche.

1) log sin: 0*0™ 1°4 bis Ob2m17¢). .
2) %og sin: 0b2= 18, 6h0m0* l“‘ Zeit
3) logsin: 0°0" 217 . 0°84'22"). o
4) logsin: 0°84°28” |, 90°0’~ Jin Bogen

(Raum fir die Zunge.)

5) log tang: 5°42° 46" bis 456°0°0” ).

6) log tang: 084’ 22", 5°42'30" in Bogen
7) log tang: 0"22=51*  3h0=0* . .

8) log tang: 0b2m 18+ . Obogmpes | iR Zeit | doppelier
MaBstab
B) Vordere Seitenflache. von

9) logein: 5°44° 30" bis 90°0°0" ). 1) bis 4
10) log sin: 0°3¢ 28" 5°44’15"}“‘ Bogen | 1) bis 4)
11) log sin: 0822m58* ., 6R0m0* |. ., .

12) log sin: O2m 18% . ohz-zmm-}m Zeit

1) Als Beispiel diene die Berechnung der Zenitdistanz z eines
Gestirns aus Polhdhe ¢, Deklination ¢ und Stundenwinkel ¢.
Stelle von cos 2z == sin @ sin & 4 cos ¢ cos & cos ¢ setzt man (mit ¢ =
90° — p, ¢ == 90° — b) sin’%z =sin’%(b —p)+sinpsinb sin’%—t-=
Vsinb sinp sin’lt

2
= 1 = tg‘ x
sin-2— b—p)

3 " ”_’) i M
n*4+m m(l-l-m, odermxt”

erhiilt man sin}—z = _m_ Man stellt mit dem L#ufer —l-t auf Tei-
2 sinz 2

lung 11 oder 12 ein, addiert log sind und log sinp nacheinander mit
Teilung 21 oder 22 der Zunge I und liest m unter dem Li#uferstrich
auf Teilung 14 ab. Man stellt auf Teilung 23 oder 24 bzw. bei

kleinen Winkeln auf Teilung 17 oder 18 der Zunge %(b— p) unter

den Liuferstrich und erhiilt x am Anfangsstrich der Zunge aunf Tei-
lung 8 oder 6 des Stabes. Man stellt x auf Teilung 23 oder 24 unter

den Léuferstrich und erhilt % auf Teilung 9 oder 10 des Stabes am
Anfangsstrich bzw. Endstrich der Zunge.
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C) Untere Fliche.

Héufig vorkommende Zahlenwerte.
18) log: Zahlen 1—10 zweimal nacheinander.

(Raum fiir die Zunge.) -
14) log: Zahlen 1—10 (doppelter MaBstab von 13).
Hiufig vorkommende Zahlenwerte.
D) Hintere Seitenfldche.

16) Mantissenteilung 0,0 bis 1,0000.
16) Dieselbe im doppelten MaBstabe.

™

=1
]
]
i
!
i
|
i
H

%

[
"
3
“ "
n "
H Y 1l
m £
Y\n ]
" "
H !
[} 1
X tﬁ Fy
" [}
H H
—
b 4
Fig. 1.
Zunge I . :
Innere Seite: AuBere Seite:

17) log sin u. tang: 0°0°21” bis 0° 3°26”  21) Teilung 4
18) log sin u. tang: 0°8°27” bis 0°8422” 22) 3

»

19) Teilung 6 28) 10
200 , 6 doppelter MaBstab 24) : 9
Zunge II.
Innere Seite: AuBere Seite:

26) Teilung 4
26) Teilung 4 in KompaB- 28) Teilung 13

strichen 29) 14 doppelter

”

27) Teilung 5 %f;)gl:‘:};,t}?r Malstab

Der Rechenschieber von Fiirle enthilt elf Skalen, welche

infolge der getroffenen Anordnung auf einem Instrument von den-
selben Dimensionen, wie der gewdhnliche Rechenschieber hat,
Platz finden. Sie sind mit den beigesetzten Buchstaben bezeichnet,
wihrend A die Lingeneinheit bedeutet.

2#



20 I. Arithmetische Apparate mit logarithmischer Skala.

Stabteilungen. Zungenteilungen.
K %loga:vonz=1bislooo N =N
=¢
z -% [log log y — log log «])

Q

Q %logz w =1 . 100

2 logz ,, =1, 10

2
(Raum fiir die Zunge.) =&+ 3 loglogy
2 . (e Anfangszahl)
L —«x
120 W =W
— _x? .
W 100® L =L
1 3
¢ 1006 Y

Von den zahlreichen durch Kombination je einer Skala des
Stabes und der Zunge 13sbaren Aufgaben seien einige hier angefiihrt.
Das Skalenpaar KZ dient fir die Zinseszinsrechnung:

C= (1 + %)z Sind ky2, und %z je zwei untereinanderstehende
Zahlen, so ist log k,— log k = log log # — log log £, also #* = g5t
fir eine Skalenstellung konstant.

Das Skalenpaar CL’ liefert die reellen Wurzeln einer kubi-
schen Gleichung. Sind z,y° und a,b® untereinanderstehende Werte,

so ist 102F10a=y3Fb® fiir gn:I;h laufende Skalen. Man bringt

die reduzierte kubische Gleichung #° 4 pz = 4- ¢ durch die Sub-
stitution 7 = xVi;s auf die Form z® + 10x = 10a 4 33, die
x = y entspricht.

Biquadratische Gleichungen 18st das Skalenpaar N'K. Fir
ﬁbereinanderstehende Zahlen z, y und a, b ist 2% = a®b, also fir
z=y,y" =a’b.

Das Ska.lenpa.a.r K@, also die Funktionen p(z) = ——log z,
1(y) = ——logy liefern bei umgekehrter Zunge z%y* = a’b’ also

fir £ = y, 2° = a%%. Man verschiebt die Zunge, bis dem Werte
a von @ dieselbe Zahl auf K gegeniibersteht, wie auf @' dem
Wert b von K.
Die trinomische Gleichung pz™ 4 ga" = r bringt man durch
1

n—m » n—m
die Substitution z = "V!_l V% auf die Form y™ 4 y = f(g) .
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Zur Berechnung diénen K und Z mit den Funktionen ¢ () =%'—logw,

1y) =2+ %’-log logy. Man erhilt y,% == y» und unter Hin-
Gy
zufiigung der Bedingung y;, —y, =d, g, +d=y" oder
ag
y—y, =ad.

8. Instrumente von anderer Form. Den Rechenschiebern
werden von manchen Rechnern die Rechentafeln vorgezogen,
weil die oft ruckweise erfolgende Bewegung der Zunge hier weg-
fallt. Sie bestehen aus Skalen, die in Stiicke zerschnitten und
parallel zu einander in einer Ebene angeordnet sind. Eine darauf
zu legende durchsichtige Scheibe mit ebensolcher Anordnung ver-
tritt die Zunge des Rechenschiebers. Da wir sie nicht zu den
eigentlichen Instrumenten rechnen konnen, erwihnen wir hier nur
die Tafeln von Billeter!), Klott, Everett, Hannyngton,
Scherer®), Proell u. a.

Werden die logarithmischen Skalen auf dem Mantel eines
Zylinders angeordnet, so entstehen die sog. Rechenwalzen, wie
sie Mannheim, E. Thacher®) und Billeter konstruiert haben.
Hierher gehort auch das Instrument von Fuller®), dessen Teilung
in einer Schraubenlinie auf einem Zylindermantel aufgetragen ist
und eine Liinge von 12,7 m hat. Die Ablesung ist z. T. fiinfstellig
und die Genauigkeit etwa ;gq0. Der Zylinder 148t sich sowohl
drehen als in der Richtung der Achse verschieben; die Achse wird
an einem Griff gehalten, an dem ein fester Index befestigt ist.
AuBerdem sind zwei bewegliche Indizes vorhanden, deren Entfer-
nung dem Abstande des Anfangs- und Endpunktes der Skala gleich
ist. Bei der Multiplikation bringt man den festen Index auf einen

1) Bei seiner kleinen Tafel wird der Fehler zu

1 ope o 1
6000 10000

2) Diese Tafel, die bei der Generalkommission in Kassel in Ge-
brauch ist, gibt vier Stellen.

8) Cylindrical Slide Rule, Abbildung bei Jordan, Handbuch der
Vermessungskunde, Bd. II, 185, 1897, 8. a. Zeitschr. f. Instrk. 24,
213, 1904.

4) Eine #hnliche Rechenwalze, Coordinate spirale slide rule von
Bernard, durch Stanley & Co. in London ausgefihrt, befand sich auf
der Weltaugstellung zu Briissel 1910 und zeichnet sich durch Billig-
keit aus. (Osterreich. Zeitschr. f. Vermessungsw. 9,47 abgebildet.)

1 .
26—06, bei der

groBen zu angegeben.
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Endstrich, stellt einen beweglichen Index auf den Multiplikandus,
bewegt dann den Zylinder, bis der Multiplikator den festen Index
trifft, und liest das Produkt am beweglichen Index ab. Bei der
Division stellt man den festen Index auf den Divisor, und den be-
weglichen auf den Dividendus, bewegt darauf den Zylinder, bis der
feste Index mit dem Anfangspunkt der Skala zusammenfillt und
erhilt am beweglichen Index den Quotienten.

Die Rechenscheiben enthalten die logarithmischen Skalen
in Kreisform und im allgemeinen in sich zuriicklaufend. Anfiing-
lich war nur eine Skala vorhanden und an Stelle des bei einer
geradlinigen Skala notwendigen Zirkels (s. S. 3) traten zwei
Zeiger. Spiiter kombinierte man zwei oder mehrere gegeneinander
verschiebbare Skalen. Boucher stellte seinen cercle & calcul in
Form einer Taschenuhr her und stattete ihn mit vier konzentrischen
Kreisen aus, so daB die Gesamtlinge der auf sie verteilten Skala
38 cm betrug. Ein fester und ein beweglicher Zeiger diente zur
Einstellung, Der Rechenknecht von G. Hermann und #hnlich

~ Sextons Omnimeter sind ebenfalls mit zwei Nadeln versehen.

Es sind bei ersterem zehn konzentrische Skalen vorhanden, welche
verschiedene Funktionen enthalten.?) Ahnlich ist auch die Rechen-
scheibe von Ed. Sonne von 14 ¢cm Durchmesser mit drehbarem
Zeiger. Erwihnt seien noch die Rechenscheiben von Clouth, Hart
(Proportior mit Zeiger und Mikroskop), F. A. Meyer (Taschen-
schnellrechner mit einfachem Kennzifferzihlwerk), A. Steinhauser
(Spiralen statt Kreise), Puller, Roether, Wichmann (Hal-
dens Calculex).?)

Bei den Rechenridern ist die Teilung auf der Stirnfliche
der Scheibe angebracht und zwar sind zwei oder mehrere Scheiben
senkrecht nebeneinander gestellt, wie bei Beyerlen’s drehbarem
Rechenschieber, bei dem ein Stiick Gelatinepapier mit einer zur
Achse parallelen roten Linie an einem festen Triger als Index
oder Liufer angebracht ist. Ahnlich ist Webers Rechenkreis.

1) e 2)a® 8)a® 4)2xa 5)%:' 6)loga 7)arcsina 8) arcsinl%
9) arctg 10« 10) arctge.

2) Literatur bei Liidemann, Zeitschr. f Verm. 86, 241, 1907,
Mehmke, Numerisches Rechnen, Leipzig, 1902. Ein andres Instrument
fiir logarithmische Rechnung kommt im folgenden unter den Differen-
tialapparaten zur Besprechung.
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IL Abschnitt.
Rechenmaschinen.

9. Vorsziige des Rechnens mit Rechenmaschinen. Die
im vorigen Abschnitt besprochenen Instrumente dienen fiir ge-
n#herte Rechnungen, reichen aber fiir viele Fille aus, weil die zu
Grunde gelegten Werte durch Beobachtung oder Messung eben-
falls nur mit gen#herter Genauigkeit bekannt sind, also eine
strenge Rechnung nur in formaler Beziehung ein genaunes Resultat
liefert. Die Ergebnisse, welche die Rechenmaschinen liefern, sind
dagegen vollkommen genan. Allerdings ist diese Genauigkeit
durch die Anzahl der Stellen, welche die Maschine liefert, ebenfalls
begrenzt.!) Die Vorteile des Maschinenrechnens vor dem Gebrauche
des Rechenschiebers usw. sind wesentlich folgende: 1. beim Rechen-
schieber héingt die Genauigkeit von dem Zustande des Instruments
ab, insofern es immer kleinen Ver#inderungen durch Temperatur,
Feuchtigkeit usw. ansgesetzt ist, und vom Beobachter, inshesondere
von der Giite seiner Augen, wihrend bei der Maschine, sofern sie
den mechanischen Anforderungen geniigt, das Ergebnis unabhingig
von beiden erscheint; 2. bei den Skalenablesungen kinnen Fehler
vorkommen, bei der Maschine steht das Resultat fertig da und
wird bei verschiedenen neueren Ausfiithrungen sogleich gedruckt;
3. bei den Rechenmaschinen kénnen Kontrollen durch die Maschine
ausgefiihrt werden. Dem gegeniiber stehen als Nachteile die groBe-
ren Anschaffungskosten und in den meisten Féllen der Praxis die
iberflissige Kraftanstrengung infolge Mitfithrung einer mehr oder
weniger groBen Anzahl unndtiger Ziffern.

10. Zéhlwerk. Jede Rechenmaschine enthilt. ein Zéhlwerk,
das meistens aus einer Reihe horizontal®) liegender, kreisformiger
Scheiben besteht, auf deren jeder die Ziffern 0,1, 2,... 9 in
gleichen Abstéinden am Rande aufgetragen sind. Jede Scheibe ist
um ihre senkrechte Achse drehbar und mit einer feststehenden
Platte bedeckt, die ein Schauloch oder Fenster enth#lt, durck das
immer nur eine der Ziffern sichtbar ist. Folgen die Ziffern ein-

1) Nur bei einer Maschine (GauB) ist die Stellenzahl des Multi-
plikators oder Quotienten unbegrenzt, aber dies ist nur bei der Divi-
sion von Vorteil.

2) Bei manchen Maschinen (s. u. Odhner) stehen die Scheiben
vertikal.
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ander im entgegengesetzten Sinne wie diejenigen des Zifferblattes
einer Uhr, so werden bei Drehung der Scheibe im Sinne des Uhr-
zeigers nacheinander die Zahlen, in der richtigen Reihenfolge zu-
nehmend, in das Schauloch gelangen, wihrend bei entgegengesetzter
Drehung die in dem Schauloche erscheinenden Ziffern in abneh-
mender Reihe auftreten. Durch Drehung einer solchen Scheibe
um eine gegebene Zahl (3) von Zifferintervallen kann man daher
zu einer im Schauloch gerade sichtbaren Zahl (5) jene Zahl (3)
addieren oder von ihr subtrahieren, und man erblickt im Schau-
loch nach der Drehung die Summe (8), falls diese nicht 9 iiber-
schreitet, oder bei entgegengesetzter Drehung die Differenz (2),
sofern sie O oder gréBer als O ist.

11. Zehneriibertragung. Wenn man aber bei einer solchen
Reihe von Scheiben, deren Schauldcher nebeneinander liegen, z. B.
in dem am weitesten rechts gelegenen Fenster die Zahl 5 erblickt
und durch Drehung dieser Scheibe im Uhrzeigersinne um 9 Stellen
die Ziffer 4 in diesem Schauloch erhilt, so muf man, umn das
richtige Resultat 14 zu erhalten, die links daneben stehende
Scheibe, wenn in ihrem Schauloch O stand, um eine Stelle drehen,
so daB 1 darin erscheint. Um dies nicht mit der Hand ansfiihren
zu miissen, ist eine Ubertragungsvorrichtung nétig, die darin

bestehen kann, daB die Achse jeder Scheibe ein Zahnrad mit zehn -

Zihnen trigt, die den zehn Ziffern der Scheibe entsprechen und
daB der Zahn, welcher der Null entspricht, geniigend lang ist, um
in das Nachbarrad einzugreifen und dies dadurch um einen Zahn
weiter zu drehen. Diese Vorrichtung wiirde fiir das Rad am rechten
Ende, dessen Scheibe die Einer anzeigt, geniigen, da es ja nur das
Rad der Zehnerscheibe neben sich hat. Bei den andern Scheiben
wiirde aber ebenso ein Eingriff des verlingerten Zahnes in das
rechts gelegene Zahnrad erfolgen, wihrend doch nur eine Uber-
tragung nach links beabsichtigt ist. Es gibt daher, je nach der
Ausfithrung der Maschine, verschiedene Arten) dieser Zehneriiber-
tragung und von der Zuverlissigkeit des Ubertragungsmechanismus
héingt wesentlich die Giite der Maschine ab.

1) Wir besprechen sie an anderer Stelle. Das von Pascal er-
fundene Prinzip, das wir hier angegeben haben, ist bei den einfachen
Additionsmaschinen (Goldmans lgontostyle, Bollée Compteur) anwend-
bar, bei denen z. B. auf parallel gefiihrten Metallstreifen, die dber
Rollen in sich zuriicklaufend gefiihrt sind, die Zahlen stehensund nach
links eine Ubertragung angebracht werden kann.

——
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Die Drehung der Scheiben erfolgte bei der ersten Maschine,
die Pascal 1642 konstruierte, mit der Hand, bei andern Maschinen
durch Niederdriicken von Tasten, indem entweder jeder Ziffer von
1 bis 9 eine Taste entsprach, oder aber fiir die Einer, Zehner,
Hunderter usw. je neun Tasten in parallelen Reihen angeordnet
wurden.?)

12, Schaltwerk. Um mit diesen Maschinen zu multiplizieren
(dividieren), ist eine wiederholte Addition (Subtraktion) erforder-
lich. Hierbei ist es zu mithsam, nacheinander jede einzelne Scheibe
um die geforderte Stellenzahl zu drehen, man benutzt daher ein
Schaltwerk. Die #lteste, aber heute noch gebréuchliche Ausfithrung
eines solchen verdanken wir Leibniz (1673), der die Staffelwalze
und damit die erste zur Multiplikation brauchbare Maschine er-
fand.?) Ein solches Schaltwerk dient dazu, gleichzeitig simtliche
Scheiben und zwar jede um die geforderte Stellenzahl weiter zu
drehen.

Wenn wir uns eine Anzahl von zehn vollig gleichen Zahn-
ridern zentrisch so aufeinander gelegt denken, daB ihre Zihne
und Zahnléicken sich decken, so bilden sie zusammen einen Zylinder
mit Lingsleisten (Fig.9). Wir stellen uns nun weiter vor, da8 das
erste Rad vollstindig ist, bei jedem folgenden aber, der Reihe
nach, ein Zahn mehr fortgeschnitten wird, so daB das vorletzte
Zahnrad nur einen, das letzte keinen Zahn besitzt. Dann haben
auf dem Zylinder, den die Zahnrider bilden, die Leisten verschie-
dene Liéingen, die der Reihe nach itber 9, 8, 7, ... 1 Zahnrider
reichen. Ein solcher, in Wirklichkeit aus einem Stiick hergestellter
Zylinder, wird nach Reuleaux Staffelwalze genannt.

Wird nun auf einer der Walzenachse parallelen vierkantigen®)
Achse (Fig.8) ein Zahnrad Z mit zehn gleichmiBig verteilten Zéhnen
verschoben, 80 wird es, wenn es dem ersten der Rider, aus denen
wir uns die Staffelwalze zusammengesetzt dachten, gegeniibersteht
und zum Eingriff kommt, bei einer vollen Umdrehung der Walzen-
achse um neun Zihne weitergedreht. Bei der weiteren Verschie-

1) Additionsmaschine von Max Mayer, konstruiert von A. Bar-
thelmes, 1887. Auch verband man damit eine Vorrichtung zum
Drucken der Summanden und der Summen: Burrough.

2) Die nach seinen Angaben gebaute Maschine konnte allerdings
nicht in Gang gebracht werden, vgl. Zeitschr. f. Verm., 26, 292, 1897.

8) Lings einer solchen Achse kann ein lose aufsitzendes Rad mit
viereckigem Ausschnitt verschoben werden und dreht sich doch bei
einer Drehung der Achse mit.



26 II. Rechenmaschinen.

bung erleidet Z Eingriffe von acht Staffelleisten bei einer Um-
drehung der Walzenachse usf. Am andern Ende angelangt, wird
Z nur um einen Zahn weiter gedreht und nach der letzten Ver-
schiebung steht es dem glatten Zylinder gegeniiber und wird gar
nicht gedreht.

In dem Geh#use, wo diese Einrichtung angebracht ist, sei nun
im oberen Deckel ein Schlitz parallel den Achsen der Staffelwalze
und des verschiebbaren Zahnrades Z angebracht und in ihm ein
Stab mit einem Knopf, der den Stab am Hineinfallen hindert, senk-
recht aufgeh#ingt (Fig.8). Mit Hilfe dieses Stabes wird Z auf seiner
Achse verschoben. Am Rande des Schlitzes sind den verschiedenen
Stellungen von Z entsprechende Ziffern 9, 8,...1, O angeschrieben
und der Knopf ist mit einem Zeiger versehen. Stellen wir den
Zeiger anf eine bestimmte Ziffer ein, so wird bei einer durch eine
Kurbel bewirkten Umdrehung der Staffelwalze das Zahnrad um
dieselbe Anzahl von Stellen gedreht, wie die Ziffer angibt. Durch
ein Kegelgetriebe®!) tibertriigt das Rad Z, bzw. seine sich mit ihm
drehende Achse ¢ (Fig. 8) die Drehung auf eine unter dem Deckel
des Geh#iuses, in dem sich auch der Schlitz befindet, horizontal ge-
lagerte Ziffernscheibe. Man erblickt dann durch das im Deckel frei-
gelassene Schauloch die betreffende Ziffer.

Nun ist, wie schon erwihnt, nicht ein Schlitz, sondern eine
Anzahl paralleler Schlitze vorhanden und unterhalb eines jeden
befindet sich eine ebensolche Einrichtung, wie unter dem ersten.
Ferner ist durch eine Kurbel b (Fig. 8) mit einer langen, quer zu
den vorgenannten Achsen liegenden Achse a (Fig. 8) die Moglich-
keit gegeben, durch eine einzige Kurbeldrehung mittels Kegelriider-
iibertragung samtliche Staffelachsen gleichzeitig einmal herumzu-
drehen. ?)

1) Zahnrider, bei denen die Zihne auf dem kegelfsrmig abge-
schriigten Radkranze liegen, kdnnen ineinander eingreifen, wenn ihre
Ebenen schrig oder sogar senkrecht zueinander liegen (z. B. die
beiden Réder in Fig. 8 vorn links), withrend gewdhnliche Zahnrider
i:!ur zum Eingriff gelangen konnen, wenn sie in derselben Ebene
iegen.

g 2) Wiirde z. B. in den vier am weitesten rechts gelegenen
Schlitzen die Zahlen 9876 eingestellt, wiihrend die iibrigen Kndpfe
auf 0 stehen, so wird eine Multiplikation von 9876 mit 8 durch drei-
malige Kurbeldrehung erreicht. Bei der ersten Umdrehung erscheint
die Zahl 9876 selbst in den vier rechts liegenden Schaunldchern. Bei
der zweiten Umdrehung erh#lt man 197562, bei der dritten 29628,
wenn Zehneriibertragung stattfindet. Soll dagegen zu 9876 eine andere
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Um auch subtrahieren und damit dividieren zu kdnnen, ist
ein Umschalter vorgesehen. Wir haben ein Kegelrad an der Achse
des Rades Z erwihnt, welches die Drehung dieser Achse auf die
senkrechte Achse der Zghlscheibe iibertrigt. Nun sind zwei solche
Kegelrtider auf der Achse von Z angebracht, die von entgegen-
gesetzten Seiten in das Zuhlscheibenrad eingreifen und es dem-
gemiB in verschiedener Richtung drehen kénnen. Durch einen Stell-
hebel d und e (Fig. 8) kann nun gleichzeitig fiir simtliche Achsen
aller Rider Z
die Verschie-
bung der Kegel-
riilderpaare be-

werkstelligt
werden, so daB
die Zahlen auf

allen Zihl-
scheiben ent-
weder gleich-
zeitig zu- oder

abnehmen,
wenn man die
Kurbel dreht.

Es muB noch erwihnt werden, daB die Verteilung der zwar
unter sich gleich weit abstehenden Zahnleisten der Staffelwalzen
keine gleichférmige iiber den Umfang der Walzen ist. Vielmehr
nehmen die Leisten nur einen Teil des Zylinderumfanges ein, so
z. B. bei Burkhardt %, wihrend 9/, frei bleiben, bei Thomas
%9 gegen 3. Dies hingt mit der Zehneriibertragung zu-
sammen, deren Einrichtung wir jetzt leicht erdrtern konnen. Die
Achsen der Zahnrider Z tragen nimlich in ihrer Verlingerung
noch andere Rider Y'?), die nicht mit den Zahnleisten der Walzen
in Bertihrung kommen. Jede Walzenachse trigt auch noch in ihrer
Verlingerung einen Zahn X (Fig. 9), der aber fiir gewdhnlich
nicht in das zugehdrige Rad Y eingreift. Wenn aber eine der Zghl-
scheiben S; von 9 anf O #ibergeht, so verschiebt ein unten an ijhr

Fig. 8.

Zahl 11325 addiert werden, so dreht man zuniichst einmal und erhilt
9876 in den Schauldchern, dann stellt man die Knopfe auf 11326 in
den fiinf rechts liegenden Schlitzen und erhélt bei nochmaliger Kurbe-
lung 21201 in den Schauldchern.

1) In Fig. 8 nicht sichtbar.
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befindlicher Daumenansatz mittels einer Hebeltibersetzung den Zahn

X, der links n&chstfolgenden Walze in die Ebene des zugehorigen

Rades Y;,, so daB dieses um eine Stelle weiter gedreht wird und

die Zahl auf der zugehdrigen Zghlscheibe S;, ; sich um 1 #ndert.

Dieser Eingriff des Zahnes X, , in das Rad Y; , darf aber nicht

gleichzeitig mit dem Eingriff einer Zahnleiste der Walze W, ; in

das Rad Z; , erfolgen. Denn da Y; ., und Z, ;, auf derselben

Achse sitzen, so wiirde die gleichzeitige Wirkung den einen von

beiden Eingriffen iiberfliissig machen oder bei nicht

vollsténdiger Gleichzeitigkeit eine Stérung verursachen.

Deshalb darf der Eingriff des Zahnes X, , , erst erfolgen,

wenn bereits alle Zahnleisten der Walze W, , ihre

Wirkung auf das Zahnrad Z; _, ausgeiibt haben. Hier-

aus ist erklirlich, weshalb die Zahuleisten noch einen

Teil des Walzenzylinders frei lassen miissen, aber dieser

3X freie Teil brauchte nicht so bedeutend zu sein, wenn

nur die eine Walze W, ; in Betracht kime. Der Zahn

X, 1 darf aber auch erst wirken, wenn simtliche Zahn-

leisten der (rechts) vorangehenden Walze W, einschlieB-

~ lich des an ihr befindlichen Zahnes X ihre Rolle fertig

w gespielt haben. Denn es kann ja gerade der Zahn X|

sein, welcher die Scheibe S; von 9 auf O bringt und

demnach erst die Zehneriibertragung auf die Scheibe

S; ;1 notig macht. Aus diesem Grunde darf die Stel-

lung der Zahnleisten auf den verschiedenen Walzen

nicht dieselbe sein; die Walzen, die ja an sich ganz

gleich sind, miissen sozusagen, gegen einander ver-

dreht sein. Es ist dies auch noch deshalb nétig, weil

beim gleichzeitigen Eingreifen der Staffelwalzen eine groBe Kraft

zum Drehen der Kurbel erforderlich wire und auBerdem starke
Spannungen auftreten wiirden.

13. Einteilung der Rechenmaschinen. Diejenigen Ma-
schinen, die zwar eine Zehneriibertragung, aber kein Schaltwerk
besitzen, werden als Additionsmaschinen bezeichnet, wie
Roths Additioneur, Webbs Adder und zahlreiche in kaufm#nni-
schen Betrieben verwendete Abarten. Bei ihnen finden sich hiufig
selbsttitige Vorrichtungen zum Drucken der addierten Zahlen und
ihrer Summen auf einem weiterlaufenden Papierstreifen, wie bei
Burroughs Registering Accountant. Tritt ein Schaltwerk hin-
zu, so erhélt man eine erweiterte Additionsmaschine.

Fig. 9.
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Um diese aber zum Multiplizieren auch mit mehrstelligen Multi-
plikatoren benutzen zu kbnuen, muB beim Ubergang von einer
Stelle des Multiplikators zur nichsten (von den Einern zu den
Zehnern, Zehnern zu den Hunderten usf.) das Zéhlwerk gegen das
Schaltwerk jedesmal um eine Stelle verlegt werden. Diese Ver-
riickung findet entweder durch Umheben mit der Hand von einem
Einsatz zum andern statt, wodurch bei der beschriebenen Ein-
richtung jede Staffelwalze mit dem n#chstfolgenden Zahnrad der
ihm entsprechenden Zihlscheibe in Eingriff kommt, oder die Ver-
schiebung findet auf Schienen statt und wird durch Anschlige be-
grenzt und durch Druck auf einen Knopf ausgeldst oder endlich sie
erfolgt selbsttitig nach jeder Kurbeldrehung, wobei dann durch
einen besonderen Ausschalter die Méglichkeit gegeben sein muB, sie
auBer Tttigkeit zu setzen (im Falle der Addition). Eigentliche Mul-
tiplikationsmaschinen sind mit einem Multiplikationskdrper
versehen, wie er zuerst von Bollée (1888) angewandt worden ist.
Hierzu kommen als vierte Art noch die Differenzenmaschinen.

14. Thomas-Burkhardtsche Maschine. Die erste, wirklich
brauchbare Maschine, die mit der Leibnizschen Ahnlichkeit hatte,
war 1776 von dem Pfarrer Mathias Hahn in Echterdingen ge-
baut worden. Dasselbe Prinzip lag auch derjenigen des Ingenieur-
bauptmanns J. H. Miiller in GieBen (1783) zugrunde, zur all-
gemeinen Verbreitung kam aber erst der Arithmometer des Pariser
Versicherungsdirektors Thomas aus Colmar (1821), den dann
Burkhardt in Glashiitte (1878) weiter verbessert hat. Hieran
schlieBen sich dann zahlreiche nenere Maschinen an, die unter den
Namen Arithmometer, Archimedes, Peerle8, Saxonia, Tim, Unitas,
Bunzel-Delton, Austria, Ideal usf. verbreitet sind. Die Beschrei-
bungen, die im Voranstehenden gegeben sind, beziehen sich auf
die Burkhardtsche Konstruktion, im folgenden sollen fiir die
hauptsiichlichsten Typen die wesentlichen Abweichungen und Er-
ghinzungen folgen. Eine Anzahl teils gemeinsamer, teils beson-
derer Einrichtungen muB hierbei iibergangen werden. Es sei nur
erwithnt, daB an Stelle der Zehneriibertragung bei der letzten Stelle,
wo sie aufhort, ein Glockensignal als Warnungszeichen eingefiihrt
ist, daB ferner Luschvorrichtungen alle Zihlscheiben gleichzeitig
auf die Einstellung ,Null“ zurtickftihren, daB bei manchen Ma-
schinen zwei Reihen von Zihlscheiben vorhanden sind, von denen
die eine das Zwischenresultat festhilt, withrend eine neue Opera-
tion ausgefiihrt wird und dergl. mehr.
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15. Divisionsmaschine Mercedes-Euklid. An diese Rechen-
maschinen schlieBt sich in der Form die von Ch. Hamann (Friedenau
bei Berlin) konstruierte und Mercedes-Euklid benannte an (Fig.11).
Bei ihr sind die Staffelwalzen durch 10 Zahnleisten Z ersetzt, welche
in ihrer Léngsrichtung verschiebbar quer unter den Einstellschlitzen
angebracht sind. Thre Verschiebung wird durch einen sogenannten
Proportionalhebel bewirkt, mit dem sie durch Gelenke verbunden
sind. Dieser Hebel H wird um einen seiner Endpunkte durch
eine Pleuelstange P, die ihn in der Mitte anfaBt, bei einer Um-

Pig. 10.

drehung der Kurbel K gedreht. Jeder Gelenkpunkt und damit
jede Zahnleiste Z verschiebt sich dadurch um eine Strecke, die
den an den Schlitzen angeschriebenen, dariiber stehenden Zahlen
proportional ist. Stellt man nun mit den Einstellkndpfen iiber
die Zahnleisten Zahnriider, welche unter den Kndpfen angebracht
sind, so greifen diese in die Zahnleisten ein und werden um so
viel Stellen gedreht, als sich die betreffenden Zahnleisten ver-
schieben, also um die Zahl, die den Einstellungen der Kndpfe
gleich ist. Durch einen Umstellhebel kann aber der Proportional-
hebel zur Drehung um seinen anderen Endpunkt eingestellt werden.
Dann beschreiben die Gelenkpunkte und die Zahnstangen, die vor-
her 0, 1, 2, 3, ... 9 Einheiten bei einer Kurbelumdrehung zu-
riicklegten, 9, 8, 7, ... O Einheiten, d. h. die Ergénzungen der
an den Schlitzskalen angezeigten Zahlen zu 9. Diese Einstellung
dient daher zur Subtraktion, die in der Tat durch Addition der



16. Divisionsmaschine Mercedes-Euklid. 31

dekadischen Ergiinzungen ausgefiihrt werden kann. Wenn noch
die Einerstelle um eine Einheit erhtht und die hochste Stelle um
eine Einheit erniedrigt wird!), was durch besondere Vorrichtungen
der Maschine besorgt wird, so erhilt man das richtige Resultat.
Fdr die Multiplikation (Multiplikator) und Division (Quotient)
ist es notwendig, daB auch die Kurbelumdrehungen gezihlt werden
und diese Zahlen in besonderen Schauldchern (die den Stellen der
Einer, Zehner usf. entsprechen) sichtbar werden, wie dies anch bei
den anderen Maschinen der Fall ist. Nun ist aber bei dieser Maschine
auch fir das Umdrehungszihlwerk die Zehneriibertragung vor-
handen und eine Umschaltung von Addition auf Subtraktion vor-
gesehen. Hierdurch ist die Mdglichkeit einer vollig automatischen

4 M

Fig. 11.

Division gegeben, wobei durch sehr bequeme Anordnung der bei-
den Umschalter fir das Schaltwerk (Proportionalhebel) und die
Kurbelumdrehungen die jedesmalige Einstellung beider durch einen
Handgriff erledigt wird (Fig. 10 links oben). Auch wird bei jeder
Umschaltung des Proportionalhebels, wenn nicht eine besondere
Hebelvorrichtung dies verhindert?), das Zshlwerk selbsttitig um
eine Stelle nach links verriickt. Ferner tritt an die Stelle der bei
der letzten Ziffer nicht mehr vorhandenen Zehneriibertragung nicht
ein Glockenzeichen, sondern eine mit Federdruck bewirkte Sperrung
der Kurbel.

1) Beispiel : 384923 — 97605 = 384928 - (99999 — 97605) — 100000
+ 1 = 884928 | 2894 — 100000 4- 1.

2) Bei der Addition und Subtraktion darf keine Verriickung des
Sch?iltwerkes gegen das Zihlwerk stattfinden, wie schon oben erwihnt
wurde.



32 II. Rechenniaschinen,

Die automatische Division, durch die sich diese Maschine aus-
zeichnet, beruht auf folgendem Vorgang, bei dem wir uns auf
2 Stellen des Quotienten ¢ und d beschrinken: Es sei

a 7 r _ r
F=c 10"+ 3¢, FE=d-10"1+ 2,
also
3 =c10" +d10"-1 + 22,

dann fiihrt man zuntichst ¢ 4 1 Kurbeldrehungen (Kurbelzihlwerk
auf Addition) bei Stellung des Proportionalhebels auf Subtraktion
aus und erhilt

re—b-10"

+=(c+1)10m =20

An einer Fortsetzung der Kurbeldrehung hindert die Sperrung
der Kurbel, sobald r, — b-10" .negativ ist. Jetzt schaltet man
den Hebel H auf Addition und das Kurbelzithlwerk auf Subtrak-
tion und erhslt bis zur Sperrung der Kurbel

—_— . »
fe___ll:_li=_(1o_d)10n—1+%.

Beide Operationen zusammen geben daher denselben Ausdruck

filr % wie oben.!)

1) Beispiel: a =226, b=17, c=38, d=2, r,=15, rz=1, 10"=10,
10"~ =1, (a:b= 32, Rest 1) Wir nehmen eine 9stellige Maschine
an und stellen mit den Wirteln an der Vorderfliche der Maschine
bei duBerster Verschiebung des Wagens nach rechts in der Reihe der
16 Schauldcher des Dividendus, von links beginnend, 2256 ein. Als
Divisor stellen wir 7 (da wir dies in diesem Beispiel ilibersehen, in
dem zweiten der Schlitze) ein. Bei Stellung des Proportionslhei)els
(linker Knopf Fig. 10 oben links) auf Subtraktion wird die dekadische
Ergiinzung addiert, also bei jeder Kurbeldrehung ...980. Dies gibt,
bei der ersten Kurbeldrehung zu 226 addiert, 1556. Wir drehen die
Kurbel weiter und erhalten der Reihe nach 085, 0156, 945. Bei diesem
Ubergang miiBten die Zahlen 9 nach links fortgesetzt werden (da die
dekadische Erginzung ebenfalls mit unendlich vielen Zahlen 9 nach
links zu denken ist). Die letzte Stelle links dbertriigt sich aber nicht
mehr, sondern 158t statt dessen die Hemmung aus, so daB eine weitere
Kurbeldrehung unmbglich ist. Das Resultat ist bis hierher 946 — 1000
= — b6 =1,— b-10". Das Kurbelzihlwerk (vordere Reihe mit 8 Schau-
1ochern filr den Quotienten) zeigt 4 positive Drehungen in der ersten
Stelle an.

Stellt man jetzt den Proportionalhebel auf Addition und gleich-
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18, Odhners Arithmometer. Die nach dem System von
dem schwedischen Ingenieur W. Th. Odhner in Petersburg (1878)
konstruierten Maschinen (Odbner, Brunsviga 1892, Brunsvigula,
Merkur, Arithmotyp-Trinks, Berolina, Triumphator, Monopol) haben
an Stelle der Staffelwalzen Zahnréder E mit einziehbaren Zihnen.')
Bei der Einstellung der Stellhebel (die an Stelle der Kndpfe [s. S. 26
treten) in den auf einer zylinderformig gewdlbten Fliche angebrach-
ten Schlitzen werden in den Zahnriidern E so viele Zéhne vorge-

Fig. 18.

S S Schlitse, ZZ Produkt (Dividendus), Q @ Multiplikator (Quotient),
LL Ldschvorrichtung, X Kurbel.

schoben, daB die am Schlitz eingestellte Zahl von Zghnen in Wirksam-
keit tritt (Fig. 13). Das Zahnrad Z (s. 8.25) verschiebt sich hier
nicht, sondern bleibt immer seinem besonderen Rade E gegeniiber.
Auf diese Weise wird auch weniger Raum beansprucht, da auch
dis Zuhlscheiben auf einer gemeinsamen horizontalen Welle neben-

zeitig das Kurbelzithlwerk (rechter Knopf Fig. 10 oben links) auf
Subtraktion, so wird gleichzeitig das Z#ahlwerk um eine Stelle nach
links verriickt, so daB 7 dber der letzten Ziffer von 945 steht. Macht
man jetzt 10 — d — 8 Kurbeldrehungen, so erhilt man 952, 959, 966,
973, 980, 987, 994, 001. Jetzt lost ser Ubergang von 9 auf 0 in der
letzten Stelle links die Hemmung und hindert eine weitere Drehung.
(Wenn wir nicht mit dem Reste r; =1 aufhoren wollen, missen wir
wieder den linken Knopf auf Subtraktion, den rechten auf Addition
stellen, und man kann beliebig weit fortfahren, wenn man am Ende
angelangt, den letzten Rest wieder nach links in der Dividendenreihe
iibertriigt.) Das Kurbelziihlwerk zeigt in der zweiten Stelle 8 negative
Umdrehungen an, oder da bei ihm auch Zehneriibertragung stattfindet,
8o liest man im ganzen 40 — 8 — 32 ab.

1) Dieser Gedanke rithrt auch von Leibniz her und war viel-
leicht bei seiner zweiten (verschollenen) Maschine verwirklicht. Vgl.
Mehmke, Numerisches Rechnen S. 965.

Galle: Mathematische Instrumente. 3
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einander angebracht werden konnten. Die Zahlen (ZZ Fig.12) stehen
auf ihren Stirnflichen dichter nebeneinander als bei anderen Ma-
schinen mit horizontal liegenden Rudern. Ein Vorteil dieser Ma-
schinen vor allen anderen ist die Bewegung der Kurbel in einer senk-
rechten Ebene, wobei der Arm weniger ermiidet, als bei horizontaler
Drehung. Dieselbe Schaltwerkeinrichtung haben die Maschine von
Otto Biittner und die Duplex-Rechenmaschine von Kiittner,
letztere auch mit Odhners Anordnung
der Ziahlscheiben. Die anderen Ein-
richtungen sind z. T verschieden, z.B.
hat Biittner keine Umschaltung fiir
Addition und Subtraktion, sondern
die Kurbel wird fir letzteren Zweck
riickwiirts gedreht, ferner stehen im
Stellwerk die Ziffern in gerader Reihe
nebeneinander, was iibrigens bei den
meisten neueren Maschinen aller Kon-
struktionen durch Sichtbarmachung
. der Einstellung in einer besonderen
Fig. 18 Reihe von Schauldchern ebenfalls

- herbeigefithrt wird.

17. Rechenmaschine GauBl. Wie die Hahnsche und
J.H.Millersche Rechenmaschine haben die Circular Calculating-
Machine von J. Edmonson in Halifax (Engl.) und die deutsche
»GauB“ von Ch. Hamann eine kreisfsrmige Gestalt (Fig. 14). Die
Vorziige der GauB bestehen in ihrer kleinen Form und entsprechend
geringerem Preise und ihrer Handlichkeit, in dem durch die noch zu
erwithnende Stufenscheibe erzielten sanften Gange und in dem durch
ihre Bauart begriindeten Umstande, daB eine Einschrinkung der
Ziffernzahl des Multiplikators und des Quotienten nicht eintritt,
wenn die Maschine zunichst auch auf 10 Stellen eingerichtet ist.
Diesen Vorteilen steht ein wesentlicher Nachteil gegeniiber, der darin
liegt, daB die eingestellten und die abzulesenden Ziffern im Kreise,
also entweder fiir den Beschauer zum Teil auf dem Kopfe stehen,
oder teils ihre Kdpfe nach innen und teils nach auBen richten.

Die Maschine besteht aus einer festen mit dem FuB verbun-
denen Dose und der durch einen Hebel abhebbaren Kapsel, in deren
Deckel sich in radialer Anordnung 6 Einstellschlitze befinden.
(Fig. 14.) Unter jedem dieser Schlitze liegt eine ebenfalls radiale
‘Achse f mit einem darauf verschiebbaren Zahnrad #, das durch
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eine an jedem Einstellknopf S unten angebrachte Gabel auf f ver-
stellt wird (Fig. 15). Es sei sogleich noch erwihnt, daB am &uBeren
Ende jeder Achse f auch noch ein festes Zahnrad » mit 10 Zahnen

sitzt, das sich mit sei-
ner Achse dreht.

Uber dem Deckel
befindet sich die Kurbel
K, welche eine durch
seine Mitte und dureh
dieMaschine hindurch-

gehende senkrechte
Achse z dreht. Diese
Achse triigt inder Mitte
die horizontal liegende
Stufenscheibe Sch.
Sie dreht sich mit der
Kurbel, wihrend die
anderen Teile der Ma-
schine in jhrer Lage
bleiben. Die Oberseite
dieser Scheibe trigt 9

Fig. 14.

konzentrisch angeordnete Reihen von Z#hnen, von denen die innerste
9 Zihne, jede weiter nach auBen liegende einen Zahn weniger be-

sitzt, bis zur &uBersten mit nur einem Zahne (Fig. 16). Wenn ein
Knopf an einem der Einstellschlitze des Deckels auf eine bestimmte
Zahl der am Schlitz stehenden Skala eingestellt wird, so geht das

s.
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Zahnrad bei der Drehung der Scheibe tiber die Reihe mit derselben
Zahl von Zthnen und erfihrt daher eine Drehung um diese Zahl.
Die Zahnringe nehmen nur einen Bruchteil des ganzen Um-
kreises der Scheibe ein. Dicht hinter ihnen folgt bei der Drehung
derS8cheibe ein zungen-
artiges Sperrstiick. Auf
jeder Achse f befindet
sich némlich am zen-
tralen Ende eine Schei-
be mit 10 nach dem
Innern der Maschine
gerichteten Stiftchen.
Wenn die Achse f tiber
simtliche Z#hne hin-
weggegangen ist und
) do 32 77y dasRidchen ¢ die vor-
N\ S - i#/  geschriebene Drehung
B\N\Y A vollfithrt hat,soschiebt
sich das Sperrstiick
zwischen die Stiftchen
und hilt nun die Achse
fest,damitsiesichnicht
weiter drehen kann.
Unterhalb der Scheibe liegt das Zahlwerk, das sich also in
der eigentlichen Dose befindet. Indem die Stufenscheibe nicht
bis an den Umfang der Dose heranreicht, iibertragen die am Ende
der Achse f sitzenden, oben erwihnten, festen Radchen ihre Dre-
hung auf #hnliche radiale Achsen g des unteren Raumes, die
ebenfalls Zahnriider und an ihren Enden Scheiben mit Ziffern
tragen. Diese Ziffernscheiben liegen unter einem Vorsprung des
Dosenkastens und tragen die Ziffern auf ibrer Stirnfliche, die in
runden Schaulbchern (bei Bl) von oben aus sichtbar werden.
Die Verlegung des Zuhlwerkes in den untern Teil der Dose
hat fiir die Zehneriibertragung Bedeutung. Beim Ubergang einer
Ziffernscheibe von 9 auf 0 wird nimlich, wenn soeben die Achse f;
mit ihrem Zahnrad ¢, die verschiedenen Zihne der Stufenscheibe
passiert hat, ein hinter diesen folgender Schalthebel durch eine
Vorrichtung an der Achse g der Ziffernscheibe von unten aus in
die Hohe gedrtickt, so daB fiir das folgende Zahnrad #,,, auBer
den festen Zahnstufen nun noch dieser Schalthebel als Zahn wirkt.

1y
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-
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>
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Dann folgt auf der Stufenscheibe ein Anschlag, durch den der Schalt-
hebel wieder niedergedriickt und gleichzeitig der frithere Zustand
im Zahlwerk hergestellt wird.

Zwischen den Achsen g der Ziffernscheiben liegen andere
Achsen A, welche die Umdrehungen der Kurbel (Multiplikator bzw.
Quotient) ziihlen und ebenfalls Ziffernscheiben tragen, deren Schau-
18cher zwischen den andern Schauléchern (die das Produkt oder
den Dividenden zeigen) liegen. Durch einen auf dem Vorsprung
der Dose aufliegenden, verschiebbaren Ring ist immer die eine
Art Ziffern verdeckt, die auch noch durch verschiedene Farbe von
der andern Art unterschieden ist.

Die Subtraktion (Division) wird bei Kurbeldrehung in dem-
selben Sinne ausgefiihrt, nachdem ein Stellknopf auf dem Deckel
von Addition auf Subtraktion verschoben ist.

18. Sellings Maschine. Auf einem ganz andern Prinzip wie
die vorher beschriebenen beruht die Multiplikationsmaschine von
E.Selling in Wiirzburg (1887), das hier nur in seinen Haupt-
ziigen erliutert werden moge.") Hat man eine Niirnberger Schere?)
und h#lt man den Anfangspunkt O fest, verschiebt den Punkt 1
um eine Strecke w, :
so verschiebt sich der
Punkt 2 um 2w, all-
gemein # um nw, da
bei der Streckung die
Diagonale jedes Par-
allelogramms sich um
die gleiche Linge ver-
groBert. Selling hat 10
Kreuzungspunkte, er
benutzt aus prakti-
schen Griinden als fe-
sten Punkt einen mitt-
leren. Da dies unwe-

Fig. 11.

1) E. Selling, Eine neue Rechenmaschine, Berlin 1887. Hartmann,
Zeitschr. f. Instr. 1887, 403.

2) Sie gleicht einer Kette von Parallelogrammen, deren in der
Mittelrichtung liegende Ecken von den Kreuzungspunkten der Arme
der einzelnen Scheren gebildet werden. Die Arme der auf einander
folgenden Scheren hiingen in Gelenken zusammen, welche die anderen
Ecgpnnkte der Parallelogramme bilden.
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sentlich ist, denken wir uns wie vorher Punkt O fest und Punkt 1
durch einen Handgriff verschoben und die Verschiebung w an einer
Skala gemessen. Mit der Schere wird eine in ihrer Lingsrichtung
liegende Zahnstange in Verbindung gesetzt, die, wenn der Punkt %
mit ibr verbunden wird, die Verschiebung nw erfihrt. Diese Zahn-
stange greift in ein senkrecht stehendes Zahnrad ein und dreht es
um die entsprechende Zahl von Zihnen weiter. Um eine groBere
Anzahl von Zahnstangen gleichzeitig in Bewegung zu setzen, sind
- 2 ganz gleiche Nitrnberger Scheren vorgesehen, deren gleichnamige
Kreuzungspunkte durch Querschienen verbunden sind, so daB sich
also die n* Schiene um nw verschiebt. Verbindet man die Zahn-
stangen in der gewiinschten Weise mit den Schienen, so kann man
- jeder eine bestimmte Bewegung und jedem zugehdrigen Zahnrad
eine entsprechende Drehung erteilen. Die Verbindung der einzelnen
Zahnstangen mit den Schienen kann man sich durch Stifte bewerk-
stelligt denken, die man mit dey Hand durch beide hindurchsteckt,
indem sie in passenden Abstinden durchlocht sind. Bei der Ma-
schine wird diese Verbindung vermittelst einer Klaviatur herge-
stellt, so daB man auf die betreffenden Tasten driickt, um die ein-
zelnen Zahnstangen mit der gewiinschten Schiene zu verbinden.
Die Klaviatur bewirkt also die Einstellung des Multiplikandus,
wihrend jede Ziffer des Multiplikators durch Bewegung der Schere
hervorgebracht wird.

Eine andere abweichende Einrichtung besteht bei der Zehner-
dbertragung?), die im Gegensatz zu andern Maschinen immer mit
dem gleichen, geringen Kraftaufwande vor sich geht. Sie findet
kontinuierlich statt, shnlich wie bei der (bertragung der Bewe-
gung des Sekundenrades einer Uhr auf das Minuten- und Stunden-
rad. Bei den Ziffernridern stehen daher die Zahlen nicht in ge-
rader Richtung, sondern erscheinen etwas verschoben, wenn das
vorhergehende Rad einen Bruchteil einer ganzen Umdrehung zu-
riickgelegt hat, dhnlich wie der Minutenzeiger zwischen 2 Strichen
steht, wenn der Sekundenzeiger der Uhr nicht auf O zeigt. Die
Ubertragung erfolgt dadurch, daB die Wellen der Zahnriider selbst
gezahnt sind und ein anderes kleineres Rad in Drehung versetzen,
welches von innen in ein anderes neben dem ersten liegendes gréBe-
res Rad eingreift, das mit dem folgenden Zahnrad verbunden ist.

1) Hier ist nur die urspriingliche Konstruktion beriicksichtigt,
bei der neueren geschieht die Zehneriibertragung durch ein System von
Storchschntibeln bzw. Planetenrédern.




19. Multiplikationsmaschine Million#r. 39

Durch geeignete Wahl der Radien dieser Rader liBt es sich er-
reichen, daB jedes folgende um 1 weiter rtickt, wenn das vorher-
gehende um 10 sich gedreht hat.

Bei der Multiplikation mit mehrstelligen Multiplikatoren mus8,
shnlich wie sonst, eine Verschiebung des Scherenwerks gegen das
Raderwerk um je eine Stelle vorgenommen werden.

Selling hat auch eine automatische Aufzeichnung des Ergeb-
nisses eingeftihrt, indem die Ziffern der Zifferriider erhaben sind
und auf dem Papier einer Walze abgedruckt werden; unter dem
anf die Walze gespannten Papier liegt das Farbe gebende Papier,
so daB die Ziffern auf der Riickseite des weiBen Papiers in rich-
tiger Lage erscheinen.

19. Multiplikationsmaschine Million#ir. Aus der Beschrei-
bung geht hervor, da8 die Sel].ingsche Maschine sich von den vor-

76185 0) m
12563906

hergehenden dadurch unterscheidet, daB sie Multiplikationen aus-
fihrt. Die erste eigentliche Multiplikationsmaschine stammt, wie
bereits erwthnt, von Bollée (1888), aber in den Handel gekom-
men ist wohl von Multiplikationsmaschinen nur die von Otto
Steiger erfundene, die von Hans Egli in Ziirich konstruiert und
Millionér benannt ist.

Auf der Deckplatte erblickt man zwei Teile, die wir als vor-
deren und hinteren unterscheiden wollen. Der letztere (der obere in
der Figur 18) zerfillt wieder in drei Abteilungen, deren mittelste
die uns bereits bekannten (hier 8) Einstellschlitze enthilt, vor denen
in Schauldchern sich die mit den Kndpfen eingestellten Zahlen durch
Stahlbidndertibertragung noch einmal zeigen. In der Abteilung rechts
davon befindet sich die Umstellungseinrichtung, bei der ein Knopf
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auf 4 (Addition), M (Multiplikation), D) Division) oder S (Sub-
traktion) geschoben wird und gleichzeitig das betreffende Wort
sichtbar wird. In derselben Abteilung noch weiter rechts sehen wir
die Kurbel, die immer nur in der Richtung des Uhrzeigers gedreht
wird und vor jeder andern Operation in ihre Anfangsstellung ein-
schnappen muB. Der Multiplikationshebel M in der linken hinteren
Abteilung wird bei Addition und Subtraktion auf 1 gestellt, fiir
Multiplikation und Division auf die betreffende Zahl des Multipli-
kators und Divisors. Der vordere Teil der Deckplatte zeigt zwei
Reihen von Schauldchern, in der hinteren, der Kontrollreihe Q@ er-
scheint der Multiplikator (Quotient) in 8 Schauldchern, wihrend in
den 16 Schaulichern der vorderen, der Resultatreihe 7ZZ, das Pro-
dukt (Dividend) sich zeigt. Fiir jede dieser Reihen ist eine Auslgsch-
vorrichtung vorhanden, durch deren seitliche Bewegung séimtliche
Ziffernscheiben auf Null gestellt werden. Dieser vordere Teil kann
durch Druck auf einen Knopf, die Wagenschiebevorrichtung, von
Hand hin- und hergeschoben werden, um die Zahlen der Kontroll- und
Resultatenreihe in einer der 8 mglichen Stellungen zu erbalten. Bei
der Multiplikation (und Division) schiebt der Wagen sich nach jeder
Kurbeldrehung selbsttiitig um eine Stelle nach links weiter.

Man unterscheidet drei Hauptmechanismen bei dieser Maschine:
den Multiplikationsmechanismus, den Ubertragungs-
mechanismus und das Registrierwerk.

Das Verstindnis des Multiplikationsmechanismus wird durch
das Rechenverfahren mit den Neperschen Rechenstiben?)

1) Die Bacilli Neperiani oder Virgulae numeratrices (von J. Blater
wird eine ,Erleichterungstafel* in
den Handel gebracht, auch andere
iltere und neuere Formen sind im
Gebrauch) sind vierkantige Stdb-
chen, auf denen jede der 4 Seiten-
flichen das einfache Einmaleins fiir
die jedesmal am Kopfe stehende
Zahl enthdlt. Durch Zusammen-
stellung verschiedener Stébchen fin-
det man das 2 bis 9fache beliebiger
mehrstelliger Zahlen, wenn man die
durch Diagonallinien getrennten,
schriig untereinander stehenden
Zahlen addiert. Wir berechnen z. B.

: -~ die Vielfachen von M = 0,434294
(Modulus) mit Beschriinkung auf 6 Dezimalstellen. Wir suchen die
Stiibchen bzw. diejenigen ihrer Seitenflichen aus, welche die Uber-
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erleichtert. Stellt man z. B. an den 8 Schlitzen SS die Zahlen
00434294 ein, die gleichzeitig in den Schauldchern erscheinen, so
stellt man, um das 7fache der Zahl zu erhalten, den Knopf auf M und
den Hebel M auf 7 ein. Nach dem ersten Viertel einer Umdrehung
der Kurbel K erscheinen dann in den Schaul8chern der Reihe ZZ
die Ziffern 00222162, die wihrend des weiteren Verlaufs der-
selben Kurbeldrehung infolge der selbsttitigen Wagenverschiebung
um eine Stelle nach links rticken: 02221620. Dann wird die
Zahlenreihe 00818438 zun#chst ohne Zehneriibertragung hinzu-
addiert, so daB 02039058 erscheint, erst beim letzten Viertel der
Drehung tritt die Zehnertibertragung (von den durch den Druck
bervorgehobenen Zahlen nach links wirkend) in Erscheinung, so
daB 03040058 entsteht. In der Kontrollreihe Q@ zeigt sich der
Multiplikator: 00000007.

Wir sehen uns jetzt die inneren Einrichtungen an, um diese
Vorgiinge zu begreifen. Unter jedem der 8 Schlitze S befindet sich
parallel mit ihm je eine vierkantige Achse, auf der ein Zahnrad ¢
hin- und hergleitet, der Stellung des Knopfes an der Einstellung
entsprechend. Am vorderen, dem Beschauer zugewandten Ende
befinden sich an den Achsen festsitzende, in einer Ebene liegende
Rider, welche die Drehung der Achsen auf die Zihlscheiben des
vorderen, beweglichen Teils der Maschine (des Registrierwerks),
ihnlich wie bei der Thomasschen Maschine, iibertragen. Die ver-
schiebbaren Réder z greifen von oben in 9 unter ihnen quer zu
den Schlitzen liegende Zahnstangen Z ein, von denen Z, unter den
Ziffern 1 simtlicher Schlitze, allgemein Z, unter i =1, 2... 9
liegt. Nur unter den Nullen liegt keine Zahnstange. Diese unter-
einander gleichen Zahnstangen Z sind in ihrer Liingsrichtung ver-
schiebbar.

Die Bewegung der Zahnstangen Z geschieht nun durch den
sogenannten Einmaleinskdrper, der links hinten unter dem
Multiplikationshebel M liegt. Wir denken uns ihn durch horizon-
tale Schnitte in 9 Zungenplatten zerlegt, von denen die erste zu
unterst, die neunte zu oberst liegt. Auf der linken Seite liegen die
Endflichen aller Zungenplatten in einer senkrechten Ebene, wiih-

schriften 0, 4, 3, 4, 2, 9 und 4 tragen, legen noch den Indexstab mit
den Zahlen 2 bis 9 davor und lesen das siebenfache von M ab:
0818438
222162

1 M =3,040068
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rend sich die einzelnen Zungen nach rechts in verschiedener Linge
in der Richtung auf die Zahnstangen hin erstrecken.

Jede Zungenplatte stellt das Einmaleins der Zahl dar, mit der
wir sie numeriert haben. Die Léngen der horizontal nebeneinander
liegenden, im Querschnitt gleichen Zungen sind von der gemein-
samen Grundfliche aller Platten aus gerechnet, der Reihe nach,
von hinten nach vorn geordnet:

bei der 1.Platte: 0,1; 0,2; 0,3; 0,4; 0,5; 0,6; 0,7; 0,8; 0,9.

w ow 2, 02;04;06;08; 1,0; 1,25 1,4; 1,6; 18,

w ow 8, 03;06;09; 1,2; 1,5; 1,8; 215 2.4; 3,7.

o oo & 04;08; 12; 1,6; 2,0; 2,4; 2,8; 8,2; 3,6 usf.
Die Zeichen haben wir nur dazwischen gesetzt, um die Anordnung
besser zu veranschaulichen. Wir sehen, daB in jeder Platte auf
eine Zehnerzunge eine Einerzunge folgt. In Wirklichkeit existieren
nicht verschiedene Platten, sondern der ganze Korper ist aus einem
Stiick gearbeitet.

Dieser Einmaleinskdrper 148t sich nun in drei zueinander
senkrechten Richtungen verschieben, die wir als ridumliche Ko-
ordinatenrichtungen unterscheiden knnen. Der Hebel M besorgt
durch ein Hebelwerk, das mit Kegelridern und Zahnstangen ar-
beitet, die Bewegung auf und abwarts (Richtung der 2-Achse).
Wird M auf O gestellt, so nimmt der Kérper die tiefste ihm mog-
liche Stellung ein, er liegt dann ganz unterhalb der Ebene, in der
sich die Zahnstangen befinden. Stellt man aber z. B. M auf 4, so
liegt die vierte Zungenplatte den schmalen Enden der Zahnstangen
gegeniiber. Die erste Vierteldrehung der Kurbel K bewirkt nun
eine Bewegung des Multiplikationskdrpers von links nach rechts anf
die Zahnstangen hin (Richtung der z-Achse). Die Lage des Ein-
maleinskdrpers ist hierbei so, daB die Zehnerzungen an die Zahn-
stangen stoBen, die Einerzungen aber in die Zwischenriiume zwischen
den Zahnstangen zeigen. Ist z. B. wieder 00434294 an den Schlitzen
S eingestellt, und soll diese Zahl mit 4 (M auf 4) multipliziert
werden, so stehen die 9 Zehnerzungen der vierten Platte mit den
Liéngen 0, O, 1, 1, 2, 2, 2, 3, 3 von hinten nach vorn geordnet
den Zahnstangen 1 bis 9 gegentiber. Wir erhalten folgende Uber-
sicht (von oben gesehen in der z-y-Ebene)!):

1) Unter den Einstellkn&pfen 0, 0 liegt keine Zahnstange; iiber
den Zahnstangen 1, 5, 6, 7, 8 befinden sich im Beispiel keine Ein-
stellkndpfe, in diese Zahnstangen greifen daher auch keine Zahn-
ritder ein, die sich ja unter den Kndpfen befinden.
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Zungenliingen Zahnstangen  ° Einstellungen (S)
der Platte 4. 00

......

........

........
........
........

PO O CR C
epaoqa:cwsmwu-q

Die Zungen und die Zahnstangen sind von links nach rechts ge-
richtet (z-Achse). Durch die Rechtshewegung des Einmaleins-
korpers wird, wie man sieht, keine Verschiebung der Zahnstange 2
verursacht, da die gegeniiberliegende Zungenlinge O ist, dagegen
werden die Zahnstangen 3 und 4 je um eine Einheit, die Zahn-
stange 9 um 3 Einheiten nach rechts verschoben. Gleichzeitig
werden die dariiber gestellten Zahnriider um dieselbe Anzahl von
Zshnen gedreht, welche die Reihe ZZ, deren Scheiben vorher auf
0 standen, anzeigt.

Die Kurbel K setzt ein Kegelrad in Bewegung, in das ein
anderes mit halb so groBem Radius eingreift, so daB dieses bei .
einmaliger Kurbeldrehung zwei Umdrehungen vollfithrt. Dieses
zweite Rad setzt aber mittels einer mit ihm durch einen Kurbel-
zapfen verbundenen Pleuelstange und eines Schlittenwerkes den
Einmaleinskdrper in Bewegung und schiebt ihn daher bei einer
einzigen Kurbeldrehung zweimal hin und her (in der Richtung
der z-Achse) um eine durch den Durchmesser des vom Kurbel-
zapfen beschriebenen Kreises bestimmte Li#inge. Bevor nun die
zweite Bewegung des Einmaleinskdrpers gegen die Zahnstangen
beginnt, findet durch einen ebenfalls durch die Kurbel K betitigten
Mechanismus eine Bewegung des Kdrpers in der dritten Koordinaten-
richtung (y-Richtung), vom Beschauer gesehen, nach hinten statt,
die so bemessen ist, daB jetzt die Einerzungen den Zahnstangen
gegeniibertreten, withrend die Zehnerzungen in die Zwischenrume
zwischen den Zahnstangen gerichtet sind, also unwirksam werden.?)
Ferner ist vorher auch eine Verschiebung des Wagens um eine Stelle
nach links ebenfalls durch die Kurbeldrehung erfolgt. In unserm

1) In der folgenden Ubersicht sind die Langen der Zehnerzungen in
Klammern nochmals beigefiigt, obgleich sie nicht in Betracht kommen.
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Beispiel zeigt sich also unmittelbar vor der zweiten Rechtsbewegung
des Einmaleinskdrpers folgendes Bild: ‘

Zungenlingen Zahnstangen Einstellungen (SS)

der Platte 4. fehlt 00 ......
(0)
4 N
0)
8 2 L. 2.
1)
2 3 P
)
6 4 4 . 4. 4
2
0 5 ...l
2
4 6 ...
(2)
8 T ...
3
2 8 ...
3
6 9 ... L
S00434294
Z0111030Y.
+ 00626866
017861176.

Die Vorwirtsbewegung der Zungen und die dadurch bewirkte
Verschiebung der Zahnstangen und Drehung der Achsen der ein-
greifenden Zahnrider verindert die Ziffern von Z um die mit +
hinzugefiigte Zahl, so daB die Endzahl herauskommt. Beim letzten
Viertel der Kurbeldrehung tritt die Zehneriibertragung ein, so da8
01737176 erhalten wird.

Hiermit haben wir die wesentlichen Bestandteile dieser zur-
zeit wohl vollkommensten Multiplikationsmaschine hervorgehoben,
die andrerseits durch ihre Grofe etwas unhandlicher ist.

20. Differenzenmaschinen. Zur Berechnung von Tafelwerken
ist die unbedingte Sicherheit einer Rechenmagchine von solcher
Bedeutung, daB sich trotz der groBen Kosten die Konstruktion
einer besonders hierfiir geeigneten Maschine lohnt. Dieses Problem
bat insbesondere Ch. Babbage®) um 1812 in Angriff genommen,

1) Gegen oben um eine Stelle verschoben.
2) Das Buch von Charles Babbage, Passages from the life of
& Philosopher, London 1864 ist z. T. sehr amiisant geschrieben. Der
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doch ist sein Werk nur teilweise zur Vollendung gekommen. Da-
gegen sind die von G. und E. Schiitz und von M. Wiberg?) er-
sonnenen Maschinen zur nutzbringenden Verwendung gekommen.
In neuester Zeit ist eine Differenzenmaschine von Ingenieur Ha-
mann in Berlin-Friedenau nach Angaben von J. Peters fiir die
Herstellung einer logarithmisch-trigonometrischen Tafel mit 8 Dezi-
malstellen (herausgegeben von Bauschinger und Peters, Leipzig
1910) konstruiert worden, welche die Resultate gleichzeitig druckt
(Fig. 19 a). Sie besteht aus zwei gleichartigen, voneinander un-
abh#ingigen Rechenmaschinen I und II zu je 16 Stellen nebst dem
zugehdrigen Druckwerk III. Sie ist auf die Rechnung mit zweiten
Differenzen zugeschnitten, die bei gentigend engem Intervalle der
zu berechnenden Funktionen fir lingere Reihen konstant bleiben.

Nimmt man an, daB in einem bestimmten Zeitpunkte das Z#hl-
werk der Maschine IT den Funktionswert, das Zshlwerk der Ma-
schine I die erste Differenz anzeigt und daB leiztere gleichzeitig im
Schaltwerk II enthalten ist, so wird die zweite Differenz im Schalt-
werk I eingestellt, durch Drehung einer Kurbel a zur ersten Diffe-
renz in Zshlwerk I und Schaltwerk II zugefiigt, und diese durch
eine zweite Kurbel b dem Funktionswert (im Zihlwerk II) zuge-
legt, durch Kurbeln wird das Druckwerk betstigt.

Die umstehende Figur 19b gibt ein Bild des Vorganges, wie
er an jeder der 16 Stellen stattfindet. An dem Knopf, der die
Achse 1 dreht, wird die zweite Differenz auf der durch ein Schau-
loch ablesbaren Scheibe 5 eingestellt. Durch die Drehung der
Kurbel @ wird erstlich die Doppelzahnstange 23 in ihrer Lings-
richtung verschoben und dadurch das auf der festen Achse 9 dreh-
bar gelagerte Zahnrad 10 herumgedreht, bis durch Ubertragung
seiner Umdrehung auf das Zahnrad 4, mit dem sich die Achse 1
dreht, im Schauloch der Scheibe 5 eine Null erscheint. Durch
Fehlen eines Zahnes bei 4 1i8t sich diese Begrenzung der Bewegung
erreichen, indem dann 10 nicht mehr eingreift. Dieselbe Kurbel-
bewegung (@) bat die Achse 24 um den Zapfen 25 gedreht und
Rad 7 so weit nach rechts verschoben, daB vermége einer Flansche
die Achse 3 an den Drebungen von Achse 1 teilnimmt. Es mdge
hier gleich bemerkt werden, daB mit dieser Achse die Ziffern-

Bericht fiber die Differenzenmaschine sowie iiber die spitere ana-
lytische Maschine zieht sich wie ein roter Faden durch das Werk.

1) M. Wiberg, Logarithm-Tabeller, Stockholm 1875 sind mit der
Maschine gerechnet.
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scheibe 19 des Z#hlwerkes I in Verbindung steht. Nach der Hilfte
der Drehung der Kurbel a kippt die Zahnstange 23, die sich um
eine Achse dreht, von Rad 10 hinweg und nach Rad 11 hiniiber,
durch welches Rad 7 auf Achse 1 um ebensoviel Zihne vorwirts
gedreht wird, als es vorher zurfickbewegt wurde. Da aber in-
zwischen Achse 24 Rad 7 mit Rad 4 verkoppelt und von der Ver-
bindung nach rechts geldst hat, so wird Rolle 5 wieder auf die
frithere Einstellung gebracht. Auf Rolle 5 ist also der friihere
Wert eingestellt, wihrend im Zshlwerk I, das ja nur an der ersten
halben Bewegung teilgenommen hatte, der Wert der zweiten Diffe-
renz hinzugeftigt ist. Nun hat aber die Achse 3 ihre Bewegung
gleichzeitig auch auf Achse 28 ilbertragen, die mit der Achse 1
der Maschine II gekoppelt ist. Diese Achse trigt also keinen Ein-
stellknopf, sondern wird von Achse 28 der Maschine I um eben-
soviel gedreht, als die Anderung im Zahlwerk I betrtigt. Sonst ist
die Einrichtung von IT entsprechend, nur kommt die hier nicht
ohne besondere Figuren erklirbare Druckvorrichtung hinzu. Die
Hebel ¢ und d dienen zur Umschaltung von Addition auf Sub-
traktion.

21. Anforderungen an eine Rechenmaschine. Zum Schlusse
stellen wir als Anforderungen an eine moderne Rechenmaschine
die folgenden auf:

Durchgehende Zehneriibertragung sowohl im Zihlwerk (bzw.
Warnungsglocke) als auch im Quotienten.

Automatischer Stellentransport.

Ausldschvorrichtung fiir die Einstell- und die Resultatenreihen.

Ein Druckwerk, welches wenigstens das Resultat druckt, wenn
mbglich auch die Aufgabe (aber nicht vom Einstellwerk aus).

III. Abschnitt.
Die MeBrolle.

22. Einrichtung und theoretische Grundlagen. Eine
Rolle, d. h. eine kreisrunde Scheibe, die auf einer ebenen Fliche,
sich um ihre Achse drehend, fortbewegt wird, kommt bei einer
groBen Anzahl von Instrumenten zur Verwendung. Ist ihr Rand
scharf, so hat sie die Eigenschaft, eine bestimmte Richtung inne
zu halten, aus der sie nur durch Drehung um ihren Auflagepunkt,
den Beriihrungspunkt mit der Zeichenebene, in eine andere Rich-
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tung #ibergefiibrt werden kann. Rollen von dieser Beschaffenheit
oder auch an ihrer Stelle Schneiden von etwas gekriimmter Form
werden bei Planimetern und Integraphen in Anwendung gebracht.

Eine noch hiufigere Benutzung erfahren Rollen mit einem
flachen oder auch etwas abgerundeten Rande "als MeBrollen. Sie
sind dann entweder mit einer Teilung an ihrem Rande versehen,
die mit Hilfe eines an der Drehung nicht teilnehmenden Index
abgelesen wird, oder ihre Achse steht mit einem Z#hlwerk in.Ver-
bindung, welches die vollen Umdrehungen der Rolle und deren
Bruchteile angibt. Die Rollenumdrehungen, die man auf diese
Weise abliest, messen bei bekanntem Halbmesser der Rolle den
von ihrem Mittelpunkt zuriickgelegten Weg. Bezeichnen wir den
Halbmesser der Rolle mit ¢ und nehmen wir an, das sie sich beim
Durchlaufen einer geradlinigen Strecke s um den Winkel @ dreht,
so beschreibt ein Punkt ihres Umfanges den Bogen ¢ = ¢, wel-
cher der durchlaufenen Strecke (¢ = s) gleich ist. Fiir unendlich
kleine Wegstrecken ds gilt die Gleichung ¢ - dw = do = ds, aus
der fiir ein Kurvenstiick von der Liinge S zwischen zwei Punkten A

e
und B: gfdro = o(wg — @) = 63 — 6, = S folgt. Wir nennen

L@
¢ bzw. do auch die Abwicklung der Rolle.

Eine Voraussetzung fiir die Zuverldssigkeit der Messung ist
die, daB die Rolle, die mit einem sanften Druck gegen die Unter-
lage gedrfickt wird, sich in jedem Awugenblick wirklich dreht und
nicht gleitet. Ein Gleiten der Rolle, bei dem sie sich nicht dreht,
sondern stets in demselben Punkte die Unterlage berﬂhrt,\muB
dagegen stattfinden, wenn eine Verschiebung der Rolle in der
Richtung ihrer Achse vorkommt. Wenn die Richtung der Rollen-
bewegung oder was dasselbe ist, die Ebene der Rolle nicht mlt
der Richtung des Weges (bei Kurven mit der Tangente) zusammen-,
fallt, sondern beide Richtungen einen Winkel « mit einander bil;
den, so kann man sich die Rollenbewegung in zwei Bewegungen
zerlegt denken, von denen die eine senkrecht zur Rollenachse, die
andere in der Richtung der Rollenachse sich vollzieht. Die Ab-
wicklung ist dann nicht dem zuriickgelegten Wege gleich, sondern
gibt nur die Komponente, die senkrecht zur Rollenachse liegt,
daher ist d¢ = ds - cos «.

Wir schalten noch ein, daB es nicht notwendig ist, daB die
Rolle senkrecht zur Unterlage steht, sondern daB ihre Abwicklung

Galle: Mathematische Instrumente. 4
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dieselbe bleibt, wenn ihre Ebene gegen die Unterlage geneigt ist,
80 lange nur eine ungehinderte Drehung stattfindet und keine
Reibung sie verhindert.

23. Verschiedene Mechanismen und Ersatz der Rolle
durch Zylinder usw. Da es ferner nur auf die relative Bewe-
gung ankommt, so kann die Rolle auch fest stehen und die Unter-
lageebene unter ihr verschoben werden. Ein derartiger Fall kommt
vor, wenn es sich darum handelt, eine geradlinige Bewegung in
eine kreisfSrmige zu verwandeln. Hierbei ruht die Rolle auf einer
rotierenden Kreisscheibe auf, wobei.ihre Achse meist nach dem
Mittelpunkt der Scheibe gerichtet ist. Wenn die Entfernung des
Auflagepunktes vom Mittelpunkt ¢ ist und die Scheibe sich um
einen kleinen Winkel d¢ dreht, so ist die Abwicklung der Rolle
do=edep.

8ind @, und @, die Winkel, welche ein Scheibenhalbmesser ¢
vor und nach der Drehung mit einer beliebig gew#hlten Anfangs-
richtung einschlieBt, und e, und w, die entsprechenden Ablesungen

an der Rolle, so erhilt man (wg — o) = % (93 — @,) oder auch

0, — 0, = e(py — @,), wofiir wir kurz ¢ = eq schreiben wollen.

Hgufig wird e verfinderlich sein, indem etwa die Drehung dgp =p-dx

der Anderung der z-Koordinate proportional ist, wihrend e=y

der y-Koordinate gleich gemacht wird. Ist dann y = f(z) ge-
7 . z

geben, so wird ¢; — o, =pﬁdw oder auch oy — o, =% ydz.

z, 2

B Diesen Fall werden wir z. B. beim Hansen-
schen Planimeter kennen lernen.

Es ist nicht ndtig, daB die Achse der
P Rolle mit einem Durchmesser der ruhenden
B Scheibe zusammenfillt, es geniigt, daB sie
e[, ihm parallel ist (Fig. 20). Findet nmlich eine
Verschiebung lings einer Sehne statt, die den
Abstand d vom Mittelpunkt der Scheibe hat,
ist ferner f die Entfernung des Rollenauflage-
punktes vom Mittelpunkt der Scheibe, y der
Winkel, den f mit dem der Rollenachse parallelen Durchmesser
bildet, so ist bei einer Scheibendrehung dg die Abwicklung der
Rolle do =f - dg - cos y oder do = edp, d. h. die Abwicklung ist
dieselbe, als wenn die Rolle in ihrer Ebene nach dem Durchmesser

|
Fig. 20.
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verschoben wird, und ihre Achse nach dem Mittelpunkt der Scheibe
gerichtet ist.

Diese Verbindung von Scheibe und Rolle scheint zuerst Pon-
celet angewendet zu haben, sie wird in der Regel als Gonella-
scher Integratxonsmechanismus be-
zeichnet, da Gonella sie durch sein Plani-
meter allgemeiner bekannt gemacht hat.

Die Kreisscheibe kann als besonderer e 1Y he
Fall eines Kreiskegels aufgefaBt werden,

wenn nimlich sein gﬂ’nungswinkel 180° be-
triigt. L#uft eine Rolle auf einer Kegel-
fléche, die sich um ihre Achse um den Win-
kel dg dreht, und ist die Rollenachse der Kegelachse para.llel 8o
mdge der Berﬁhrungspunkt der Rolle sich auf dem Kreise mit dem
Radius y bewegen, der von der Kegelspitze den Abstand 2 hat (Fig.
21). Dann ist die Abwicklung d6 =ydg oder wenn a der Radius

des Grundkreises des Kegels und & seine Hohe ist, d¢ = af do.

Auch hier kann 2 = @(z) und dp =p - dz sein, so da8 man ent-

Flg 1.

sprechend wie frither 6, — 6; = % » f #dx erhilt.

E2

Die Kegelfliche ist nicht die einzige gekriimmte Oberfliche,
auf der man eine Rolle laufen 14Bt. Insbesondere kommt auch
ein Mechanismus in Betracht, wo die Rolle
auf einer Kugeloberfliche liuft. Wir nehmen
zuniichst an, daB die Rolle senkrecht auf ihr
steht, d. h. daB ihre Ebene einen griBten
Kreis BNN’ aus der Kugel ausschneidet.
Es sei O der Mittelpunkt der Kugel, B der
Berithrungspunkt der Rolle, der Kugelradius
OB =r, der Rollenradius BR = ¢. Die
Kugel drehe sich um einen Durchmesser PP’
als Achse, mit dem der Radius O B den Win- N
. kel J einschlieBe. Dreht sich die Kugel um Fig. 2.
ihre Achse um den Winkel dgp, so bewegt sich der Beriihrungs-
punkt B auf einem kleinen Kugelkreise mit dem Radius »sind
und beschreibt einen Bogen rsin ddp. Die Bewegung der Rolle wird
teils eine rollende, teils eine gleitende sein und nur die erstere hat
eine Drehung der Rolle zur Folge. Wenn wir den Winkel PBN

4.
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mit y bezeichnen, d. h. den Winkel, welchen der sph#rische Radius
des Beriihrungspunktes B der Rolle mit der Ebene der Rolle oder
auch mit dem groBten Kreise NBN’ einschlieBt, so betrigt die
Abwicklung der Rolle do =rsind siny dg, da ja die Rollenebene
mit der Bewegungsrichtung des Bertihrungspunktes (der Tangente
des kleinen Kreises) den Winkel 90° — y einschlieBt.

Wenn die Rollenebene einen kleinen Kreis aus der Kugel aus-
schnitte und die Rolle infolgedessen schriig auf der Kugel stiinde,
so wire die Abwicklung dieselbe, nur miiBte daun der Winkel y
als der Winkel zwischen der sphiirischen Tangente desjenigen
kleinen Kugelkreises, den die Ebene der Rolle ausschneidet, und
dem sphirischen Radius des andern kleinen Kreises, den der Be-
rithrungspunkt B bei der Drehung der Kugel beschreibt, definiert
werden. :

Aus praktischen Griinden tritt bei vielen Instrumenten an
Stelle der Rolle, die auf einer gekriimmten Fliche léuft, ein Zy-
linder, also gewissermaBen eine groBe Zahl von Rollen mit ge-
meinsamer Achse. An Stelle der Verschiebung einer Rolle in der
Richtung ihrer Achse findet dann ein Wilzen oder Kippen des
gegen die Fliche gedriickten Zylinders statt, so daB der Beriih-
rungspunkt des Zylinders sich auf ihm verschiebt und verschiedene
Rollen, aus denen wir uns jhn zusammengesetzt denken, nach
einander in Berithrung mit der krummen Oberfliche kommen.
Auch ist in einzelnen Fillen der Versuch gemacht worden, die
Rolle durch eine Kugel zu ersetzen, deren Umdrehungen um eine
Achse gemessen werden, und die auf einer andern Kugel rollt. -

Alle diese Mechanismen mit gekrtimmten Flichen bezwecken,
unbeabsichtigte Bewegungen des MeBapparates zu verhindern, in-
dem seitliche Bewegungen einer MeBrolle auf einer ebenen Fliche
infolge von Unebenheiten u. dgl. Drehungen der Rolle nicht aus-

.schlieBen, also das Ergebnis verfilschen. Bei krummen Flichen
ist dagegen die Forderung, daB die Berilhrung immer nur in einem
Punkte stattfindet, leichter erfiillbar.

Insbesondere ist hierbei noch auf eine Bemerkung Riicksicht zu
nehmen, die Clark Maxwell zuerst gemacht hat, daB bei einer
seitlich wirkenden Kraft, die nicht genau mit der Richtung der
Rollenachse zusammenfillt, die eine Komponente (senkrecht zur
Rollenachse) eine Rollbewegung verursacht, wenn die Rolle in dieser
Richtung rollen kann, wie dies bei ebener Unterlage der Fall ist.
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IV. Abschnitt.
Stetige Rechenapparate.

Die im vorigen Abschnitte beschriebenen kinematischen Grund-
lagen kdnnen zur Ausfithrung derselben Rechenoperationen dienen,
die durch Rechenmaschinen in ganz anderer Weise zu Stande
kommen.

24. Addition und Subtraktion. Hierher gehirt zunichst
der sog. Proportionalrechenschieber von Ch. Hamann. Ein
scharfrandiges Stahlrad R wird mit seiner horizontalen Achse
gabelformig (oder in einem ringformigen Lager wie in der Fig. 23)
von einem Arm gehalten, dessen anderes Ende einen Indexstift m
umfaBt, der sich'in einem Schlitz lings
einer Skala M verstellen 188t. Das Rad
trigt einen zur Richtung M senkrechten,
horizontal liegenden Zylinder C, der das Ra
recht #iber seinem Mittelpunkte beriihrt. Die
linder 148t sich in der Richtung seiner Ack
schieben und trigt einen Index S, dessen Stellr
7u M (y-Achse) senkrechten Skala A (z-Achs
wird. Wird S auf einen bestimmten Punkt «
eingestellt und festgehalten, so da die Richtur
m R unverindert bleibt, und der Zylinder in s
richtung um eine bestimmte Strecke verschob
eine Drehung des Rades und gleichzeitig «
ruhenden Zylinders statt. Diese Drehung ist proportional  Fig. 5.
der Einstellung Om =y und wird durch eine mit der
Zylinderachse verbundene Zghlvorrichtung abgelesen. Bezeichnen
wir nimlich den Winkel, den eine Senkrechte RO auf M, welche
die konstante Linge ! hat, mit der Richtung des Armes Rm ein-
schlieBt, mit «, so bewirkt eine Verschiebung dz des Zylinders in
der z-Richtung eine Drehung der Rolle um dw und die Abwicklung
der Rolle ist pdw = do. Durch die Rollendrehung wird eine Dre-
hung des Zylinders dep um seine Achse veranlaBt, die fiir einen
Zylinderhalbmesser  eine Verschiebung »d ¢ des Beriihrungspunktes
auf der Zylinderfliche in der Richtung der y-Achse zur Folge hat.
Der Weg des Berithrungspunktes auf der Rolle ist die Resultante
der beiden rechtwinkligen Komponenten dz und rdg. Es ist daher

cosado = dz, sinads=rde und d¢p==gr£~tga. Anderer-
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sleits ist aber ltga =y, algo dp = -1 Y97, mithin @, — @, =
1 -y (zg— xl) Verschiebt man den thnder um seine ganze Linge a
und sétzt — 7y = ¢ einer Konstanten gleich, so ist die Zylinderdrehung

Q3 — @y = cy. Beim Addieren stellt man den ersten Summan-
den y, mit m ein, fithrt den Zylinder in seiner ganzen Linge tiber
das Rad R hinweg, dann zeigt die Umdrehungszahl (wenn man
¢ =1 wihlt) diesen ersten Summanden an. Man fihrt den Zy-
" linder in seine Anfangsstellung zuriick, stellt den zweitén Sum-
manden y; ein, dann gibt die Umdrehungszahl des Zylinders,
wenn man ihn wieder fiber das Rad in seiner ganzen Linge ge-
fihrt hat, y, + y, usf. Wird die Verschiebung des Zylinders
%y — m, einer Zahl proportional, so liefert das Hamannsche In-
strument auch Produkte y(z; — ;) zweier gegebenen Zahlen.

26. Multiplikation und Division. Die folgenden Konstruk-
tionen sind s#mtlich von Prof. Hele-Shaw in London angegeben
K worden. Eine Kugel vom Halbmesser »
sei um eine horizontale Achse K K dreh-
bar und zwei Rollen 4 und B sollen
sie in dem groBten Kugelkreise be-
rithren, der horizontal liegt. Sie sind
durch einen Rahmen, den wir als den
festen Rahmen bezeichnen wollen, so
mit einander verbunden, daB ihre Ebe-
nen senkrecht zu einander stehen und

durch den Mittelpunkt O der Kugel
i 34 4 gehen. Auf der horizontalen Achse der

e Rolle 4 soll ein Schieber P verschiebbar

sein, der durch einen andern Rahmen, den wir den beweglichen
nennen, so mit der Drehachse KK der Kugel in Verbindung steht,
daB die Richtung OP stets senkrecht zu KK ist. Ist dann der
Winkel 0PA = 90°— « und wird die Entfernung PA=a, 0A=k
gesetzt, so ist a =Fktga. Dreht sich die Kugel um KK und ist ¢
der Drehungswinkel, so wickelt die Rolle 4, deren Beriihrungs-
punkt sich auf dem kleinen Kugelkreise mit dem Halbmesser
r cos o bewegt, den Bogen 6, = r cos ad g ab, wi&hrend die Rolle B

den Bogen 6, = rsinedg abwickelt. Es ist also 2 =tge und

daher —’- = 75 , WO k koustant ist. Wenn man nun eine Entfernung
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a mit Hilfe einer Skala einstellt, indem man P auf der Achse von
A verschiebt, und die Rolle A4, die ebenfalls mit einer Teilung
versehen ist, von null ausgehend bis zu einer Ablesung w, dreht,
80 wird dadurch die Kugel und damit auch die Rolle B in Drehung

versetzt. Die Ablesung oy der Rolle B ist dann oy = lc c0 - z‘

wenn 0; = @, 0, 0y = g0, ist. Durch passende Wahl der Einheit
(:1 = k) oder der Rollendurchmesser erhilt man also wg=a-w,

als Produkt der eingestellten Zahlen.

Besonders vorteilhaft ist diese Vorrichtung, wenn man @ kon-
stant 148t, indem man dann eine Tabelle der Produkte von @ mit
verschiedenen Faktoren erhilt.

Dreht man dagegen die Rolle B, so wird die Kugel ebenfalls
um ihre Achse gedreht und damit auch A und man erhilt

(wxeder ﬁir L k) 0, = %’- als Quotienten zweier eingestellten

Zahlen.

26. Q,uadratwurxel:iehung Wir nehmen Jetzt an, daB die
Achse der Rolle A4 eine Schraube und P eine Schraubenmutter sei.
Durch Drehung der Rolle A, die durch den festen Rahmen in
ihrer Stellung gehalten wird, wird die Schraube gedreht und da-
durch die Schraubenmutter P verschoben, die in dem beweglichen
Rahmen befestigt an der .Drehung nicht teilnehmen kann. Da-
durch wird ferner die in dem beweglichen Rahmen sitzende
Drehachse der Kugel in ihrer Lage veriindert. Es seien wieder
¢, und ¢; die Halbmesser der Rollen 4 und B, dw, und dam,
ibre Drehungswinkel, ferner { die GanghShe der Schraube, also
auch die Anderung der Entfernung a die einer Schraubenum-

drehung entspricht. Dann ist —-; = ’t , wenn @y = 0 fir a =0

ist. Setzt man den Wert von a in Z’ Zw =tge=1 % ein, 50 folgt
1
(N t
dog = o, 3nk o, dw,

und durch Integration, wenn fir w, =0 auch w;=0 ist,

@5 = In¥ o @ "’1’ Wghlt man V—— % =1, so folgt o, =V,
d. h. wenn man die Rolle B um eine Zahl wg dreht, wodurch die
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Kugel und die Rolle A ebenfalls in Drehung versetzt werden, 50
liest man an der Rolle A die Quadratwurzel Jw, ab.

27. Logarithmierung. Bringt man dagegen bei sonst un-
vertinderten Verhiltnissen P in der Verlingerung der Drehachse der
Kugel an (Fig. 25), so mbge wiederum der Winkel zwischen dieser

Drehachse und der Schraubenachse APO =« bezelchnet werden.
@ do, -

In diesem Falle ist tg o = i, also auch o do . Setzt
1 1
d
man WIeder a = by ein, so erhdlt man dwg =27 — ke ¢ @,
2= T Qs O

also durch Integration &
=27 % go
0y t o g0y
K
' wenn die Integrationskonstante null ist,
d. h. der Einstellung wy =0 die Einstel-

p lung o, =1 entspricht, was man durch

N Drehung der Rollen erreichen kann. Hier
kann man durch passende Wahl der
Schraubenganghdhe 27 —’:— sl = Modulus

2
A der dekadischen Logarithmen machen.
4 P Darn wird
Fig. 5. wy = log o, .

Durch Drehung der Rolle 4 um o, erhélt man log @, als Ablesung
der Rolle B.

28. Trigonometrische und hyperbolische Funktionen.
Von dem Erfinder Ch. Hamann des unter 24. beschriebenen Propor-
tionalrechenschiebers ist ein arithmetischer und trigonometrischer
Universalrechenapparat konstruiert worden, der sich in der Konstruk-
tion an den genannten anschlieBt.') Auf einem quadratischen Metall-
rahmen von 17 em Seitenléinge (s Fig. 26) dreht sich ein Arm, den
wir mit A bezeichnen wollen um einen Punkt D in der rechten oberen
Rahmenecke. Wenn er der oberen Rahmenkante pa.ra.]lel liegt, zeigt
ein an ihm befestigter Nonius auf den Nullpunkt eines bis 45°
reichenden Gradbogens (I).*) Ein. zweiter Nonius wird ebenfalls

1) Zeitschrift fiir Instramentenkunde 81,101, 1911. (Beschreibung
von Ingenieur K. Hoecken.)

2) Die Bezeichnung der fiinf Ablesevorrichtungen ist durch die
Zahlen I bis V von links nach rechts vorgenommen, entsprechend dle
der Ablesungen a, bis a,. .
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von ihm léngs der linken Rahmenkante mitgefiibrt und zeigt in
der genannten Anfangsstellung auf den Nullpunkt einer gerad-
linigen Skala (I) an dieser Rahmenkante. An der rechten Rahmen-
kante befindet sich eine mit I vollig tibereinstimmende Skala (V),
die abc~ —-—--****- ' ynd mittels ein

i

1

Fig. 26.

seiner Lingsrichtung verschieben liBt. Nun ist auf dem Arme A
nahe seinem Drehpunkt D ebenfalls ein Zylinder (III) gelagert,
und es kann durch den Druck auf einen an der unteren Rahmen-
kante angebrachten Knopf bewirkt werden, daB (durch seitliche
Kippung des Rahmens des Zylinders IV) die beiden Zylinder III
und IV einander in einem in der Richtung des Armes 4 gegebenen
Punkte beriihren. Wird der Knopf losgelassen, so sind die Zylinder
wieder auBler Berithrung. Die Drehung der Zylinder wird an zwei
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Zghlwerken abgelesen, welche die ganzen Umdrehungen und ihre
Bruchteile angeben.

Bezeichnet man den am Gradbogen abgelesenen Winkel mit
«, 80 ist der Winkel der beiden Zylinderachsen 90° — «. Wird
nun der Zylinder IV um den an der Skala V abzulesenden Be-
trag a; in der Richtung seiner Achse verschoben, so erleidet er
durch die Berithrung mit dem Zylinder III eine an seinem Z&hl-
werk meBbare Drehung a,. Hierbei wird auch der Zylinder III
eine an der Zahlscheibe sichtbare Drehung a, erleiden. Eine Dre-
hung des Zylinders III kann man als Resultante einer Lings-
verschiebung und Drehung des Zylinders IV auffassen, so daB bei
konstantem Winkel « auch fiir endliche Drehungen a, = ay sin ¢,
a; = agcos « ist. Wenn ferner die Rahmenseite (genauer die Ent-
fernung des Drehpunktes D von Skala I) als Einheit genommen
wird, so ist die Ablesung @, an Skala I: a, = tge.

Hieraus geht hervor, daB sich der Apparat zur Multiplikation

und Division verwenden 148t, indem a,=a, a;, a; = % ist, wenn

man bei Herstellung der Berithrung der Zylinder III und IV mit
dem Druckknopf die Faktoren a, und a; auf den Skalen I und V
bzw. den Dividenden am Zihlwerk des Zylinders IV einstellt.
Wenn man die Z#hlwerke, die durch eine besondere Vorrichtung
auf Null gestellt werden konnen, eingestellt 188f, so kann man
ein anderes Produkt zu einem vorhergehenden addieren usf., also
. was mit dem Rechenschieber nicht mdglich ist, Ausdriicke von
der Form ab + cd 4 ef . .. bilden.
Die sechs Gleichungen:

a; = agcos o a, = agsine
Gy = @, COSEC & ag = G 8ec o
a, =astga a; = a,ctgo

zeigen die Moglichkeit, die Produkte einer trigonometrischen
Funktion und einer Zahl zu bilden, wenn noch - sin (45° 4+ «)
= cos (45° F «) in Betracht gezogen wird.

Wenn auBerdem die Winkeldrehung des Armes A durch die
Lingsverschiebung des Systems IV, V mittelst einer besonderen
Vorrichtung hergestellt wird, so besteht fiir kleine Bewegungen die
Differentialformel
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day = cos adag.?) ‘
Da nun dag = da durch passende Einrichtung der Ubertragung
gemacht werden kann, so folgt '
A day = c‘:% und ay = é—g—::= lgtg(% + %),
und damit erh#lt man die hyperbolischen Funktionen
sine = Tang a;, seco = Cofay, tgo =Gina,.

Wenn man daher bei gekuppelten Zylinderwalzen die Skala V
so lange verschiebt, bis die Ablesung a; an dem Zihlwerk des
Zylinders IIT erscheint, so hat sich der Arm A von selbst auf «
eingestellt. Man kann dann auf die friihere Weise das Produkt
einer Zahl mit sin a usw., also auch das Produkt -einer Zahl mit
Tang ag usf. durch den Apparat erhalten, also ebenso wie beim
ungekuppelten System.

V. Abschnitt.
Differentiatoren.

29. Zweok. Um den Wert des Differentialquotienten % zu

erhalten, also wenn y = f(z) durch eine Kurve dargestellt be-
trachtet wird, die Richtung der Tangente, wird bei den Apparaten

von Hele-Shaw das Verhéltnis der Geschwindigkeiten ?,—f und
‘;—‘: eingefiihrt und diese werden in Rotationsgeschwindigkeiten oy
und @, verwandelt. In dem besonderen Falle, daB x =1¢, d. h.

die eine Veriinderliche die Zeit und daher o, = % eine Konstante

(= 1) ist, erhalt man dann direkt die Geschwindigkeit 6;—’: = 0.

30. Rollen- und Scheibenmechanismus. Eine Rolle R
(Figur 27)-mbge in der Weise auf einer rotierenden Kreisscheibe S
angebracht sein, daB ihr Bertthrungspunkt sich lings eines Durch-
messers der ruhenden Scheibe verschiebt. Diese Verschiebung findet
auf einer Schraubenspindel E statt, die als Achse der Rolle dient. Die
Schraube werde in eine Drehgeschwindigkeit mg versetzt, die von der

1) Fir das gekuppelte System ist genauer da;= cos (« 4 da)da,,
wofiir (cosx — sineda)da, oder mit Vernachlissigung des Gliedes
zweiter Ordnung cosada, geschrieben werden kann.
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einen Vertinderlichen y abhiéingt, wihrend die Winkelgeschwindigkeit
o, der Scheibe von der anderen Verinderlichen # abhiingen soll. Da
nun die Rolle, die wie eine Schraubenmutter anf der Spindel auf-
sitzt, durch die rotierende Scheibe die Geschwindigkeit ew, emp-
fingt, wenn e der Abstand des Berfihrungspunktes vom Scheiben-
mittelpunkt ist, so muB sie sich auf der Schraubenspindel, welche
eine andere Winkelgeschwindigkeit besitzt, so lange verschieben,
bis beide Geschwindigkeiten gleich sind. Ist etwa die Drehge-
schwindigkeit der Schraube kleiner, so wird sich die Rolle nach
dem Mittelpunkt der Scheibe hin verschieben. Wenn mit ¢ der
Halbmesser der Rolle bezeichnet wird, so wird ein Ruhezustand

eintreten, wenn gwy = ew, ist. Daher ist ¢ = 0%’ ein MaB fiir
1

Fig. 27. Fig. 28.

das Verhiltnis beider Geschwindigkeiten, da ja ¢ eine Konstante
ist. Da im allgemeinen die Geschwindigkeiten sich fortwihrend
#ndern, so ist die augenblickliche Ablesung der Entfernung der
Rolle vom Scheibenmittelpunkt das Verhdltnis der gleichzeitig
stattfindenden Geschwindigkeiten. Im Falle o, = 1 ist ¢ = pm,
das MaB fiir die Geschwindigkeit der Schraubendrehung, die dann
erhalten wird, wenn die Scheibe durch ein Uhrwerk in gleich-
formige Umdrehung versetzt wird.

Die beschriebene Einrichtung wird besonders dann ungtinstig,
wenn o, kleine Werte annimmt, also ¢ sehr groB wird und die Rolle
iiber den Rand der Scheibe sich entfernen wiirde. Diesem Ubelstand
hilft eine Vertinderung (Figur 28) ab, die in der Anwendung zweier
gleich groBer Rollen A und B bestcht, die zwar auf derselben Achse
gitzen und die konstante Entfernung r des Halbmessers der Scheibe
haben, aber sich unabhiingig voneinander drehen. Erteilt man der
Rolle A mit dem Radius ¢ die Geschwindigkeit w,, so wird die
Scheibe dadurch in eine Winkelgeschwindigkeit ¢ versetzt, die sich
bei einem Abstand e der Rolle vom Mittelpunkte durch ep = g,
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bestimmt. Die Rolle B, die den Abstand r — e vom Mittelpunkte
der Scheibe besitzt, wird dadurch die Geschwindigkeit pwg=(r — €)@
erhalten. Wenn aber die ihr erteilte Geschwindigkeit e, nicht
mit oy fibereinstimmt, so wird eine Verschiebung der beiden Rollen,
deren Abstand unvertinderlich ist, so lange stattfinden, bis die
Gleichheit wg = e,  erreicht ist. Dann ergibt sich
dy o, r—e
iz " @, e
8l. Rollen- und Kugelmechanismus. Derselbe Gedanke
liegt einem anderen Apparate zugrunde (Figur 29). Eine schrig-
gestellte Scheibe S wird durch Vermittlung eines Zahnrades 4 mit

der Geschwindigkeit o, = % in Drehung versetzt. Li#ngs eines

horizontalen Durchmessers der Scheibe rollt eine Kugel K, die an
dem Herabgleiten durch einen Zylinder Z mit ebenfalls horizon-
taler Achse gehindert wird. Die Kugel beriihrt daher den ruhen-
den Zylinder lings einer Mantellinie, wenn sie sich lings des
Durchmessers der Scheibe bewegt, withrend der Zylinder und die
Scheibe nicht in Beriithrung stehen. Die seitliche Verschiebung der
Kugel wird durch einen gabelférmig sie umfassenden Bilgel B ge-
leitet, der an einer Schraubenmutter N befestigt ist, die ohne sich
za drehen auf einer Schraubenspindel, welche die Verlingerung
der Zylinderachse bildet, sich verschiebt. Die Winkelgeschwindig-
keit, mit der sich die Schraubenspindel und damit der Zylinder

dreht, sei my = % . Da nun die rotierende Scheibe der Kugel eine

Drehgeschwindigkeit mitteilt, die vom Abstande des Bertthrungs-
punktes vom Scheibenmittelpunkt abh#ngt, und andererseits der
Zylinder eine andere Drehgeschwindigkeit besitzt, so entsteht eine
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Verschiebung der Kugel, die so lange vorhilt, bis beide Geschwin- .

digkeiten, die der Kugel erteilt werden, gleich sind. Ein Zeiger,
welcher an dem die Kugel umfassenden Biigel sich befindet, ge-
stattet an einer Skala die Entfernung der Kugel vom Mittelpunkte
abzulesen, die also das Verh#iltnis beider Geschwindigkeiten angibt.

Bereits im ‘vorigen Abschnitt haber wir die Einrichtung er-
wihnt, bei der zwei rechtwinklig gegeneinander gerichtete Rollen
auf derselben Kugel sich drehen und eine auf der Achse einer
dieser Rollen verschiebbare Schraubenmutter mit der Kugelachse
in Verbindung steht. Im Verfolg dieses Gedankens hat Hele-Shaw
gezeigt, wie man auf diese Weise ebenfalls das Verhiltnis der

Geschwindigkeiten beider Rollen (némlich g! = tg o, 8. 8. 54) be-
1

stimmen und durch Anwendung von zwei Kugeln auch den zweiten
Differentialquotienten, also die Beschleunigung erhalten kann.
(Vg). Philosophical Transactions vol. 176, Part. II, p. 367—402,
London 1886.)

VL Abschnitt.

Kurvenmesser.

(Kurvimeter, Kurvometer, Kurveometer, Opisometer, Rektifizier-
riidchen, MeBridchen, Longimeter, Linienmesser, Kartometer usw.)

32. Bei den folgenden Instrumenten wird die Summation von
GroBen, die graphisch gegeben sind, nach dem Verfahren der
Integration ausgefiihrt. Die Integration bezieht sich entweder auf
diese GroBen selbst oder auf Funktionen derselben. Einer der ein-
fachsten Fille betrifft die Summierung der Bogenelemente einer
Kurve oder der Bestimmung ihrer Bogenlinge. - Da diese zwischen
gegebenen Punkten gesucht wird, so vollzieht das Instrument eine
Integration zwischen festen Grenzen, liefert also ein bestimmtes
Integral. Der Einfachheit halber lassen wir die Bezeichnung der
Grenzen der bestimmten Integrale in den folgenden Abschnitten fort.
~~ Um die Bogenlingen einer Kurve zu messen, sind zwei Ver-
fabhren in Gebrauch. Das eine bedient sich einfach des Zirkels,
mit dessen Hilfe Tangenten- oder Sehnenabschnitte gemessen und
durch eine besondere Vorrichtung am Zirkel addiert werden. Die
zweckmiBigste Zirkeloffnung richtet sich bei dieser Methode, die
sich vorzugsweise auf Kurven von allm#hlicher Kriimmungsinde-
‘rung- beschrinkt, nach der GriBe des Kriimmungsradius.
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Die andere Methode der Rektifikation beniitzt als besonderes
Instrument ein MeBridchen, das gewéhnlich von der Hand gefithrt
nach AugenmaB die Richtung der Tangente einh#lt und an einer
Ablesevorrichtung fiir die Anzahl der Umdrehungen die Lange der
Kurve bis auf einen vom Radius des Riidchens abhiéingigen Faktor
in einem gewiinschten MaBe angibt. Dieses Verfahren ist also im
Grunde dasselbe, welches der franzdsische Arzt Fernel (1525)
zum Zwecke einer Meridianmessung von Paris bis Amiens an-
wandte, als er die Umdrehungen seines Wagenrades zihlte. Da
wir einem solchen MeBréidchen bei verschiedenen Integrierinstru-
menten begegnen werden, so filhren wir ¢ als Bezeichnung des
Radius, o als Bezeichnung des Winkels, den ein bestimmter Ra-
dius von einer Anfangslage ausgehend beschreibt, und ¢ als Weg
eines Punktes des Umfanges bei Drehung des Rades ein. Wenn
das Rad mit einem hinreichenden Druck auf der Unterlage eine
elementare Wegstrecke ds durchl#uft, so wird der von einem Punkte
des Umfanges zurilckgelegte Bogen do — ¢gdw und do = ds sein.
Bei Kurven muB die Ebene des Rades fortwihrend ihre Richtung
indern. Bei wechselnder GroBe des Kriimmungsradius der Kurve
ist die GroBe des Radius ¢ bald giinstiger, bald ungtinstiger.
Durch Versuche ist festgestellt worden, da der Kriimmungshalb-
messer nicht wesentlich unter den Radbalbmesser herabsinken
darf, wenn das Ridchen mit Erfolg beniitzt werden soll.

Das Kurveometer von Wittmann inWien hat etwa 8 mm Durch-
messer, das Rektifizierrddchen von Platzbecker?!) in Dusseldorf
otwa 6,5 mm. Bei der Befashrung einer geradlinigen Strecke
wiichst der unregelméBige Fehler nahezu wie die Quadratwurzel
der Linge, bei anderer Gestalt des Weges ist er natfirlich gréBer.
Hammer erhielt z. B. mit letzterem Instrumente bei einer ge-
raden Wegstrecke von 500 mm einen unregelmiBigen Fehler
4+ 0,5 mm, bei einem ungefihr gleichlangen willkfirlich geformten
Kurvenzug * 0,9 mm als mittleren Fehler, wobei kein Krtimmungs-
radius unter 10 mm vorkam. Erw#hnt sei noch, daB bei dem In-
strumente von E. KrauB in Mailand mit 4 mm Durchmesser das
Zghlwerk stets in derselben Richtung fortschreitet, auch wenn das
Ridchen seinen Drehungssinn wechselt.?)

1) Bei diesem Apparat wird besonders die Registriervorrichtung
fir Zahlung der Radumdrehungen geriihmt.

2) Andere Instrumente, die auf demselben Prinzip bernhen, sind
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Ein Linienmesser (Kurvometer) von G. Coradi in Zirich (Fi-
gur 30) ist mit 2 Rollen versehen, deren Achsen in derselben Richtung
liegen und die unterhalb einer Platte mit 4 kreisformigen Offnungen
angebracht sind. In zwei dieser Ausschnitte sind die Registrier-
scheiben der beiden Rollen 22" sichtbar. Genau in der Mitte zwischen
den Auflagepunkten der beiden Rollenrinder befindet sich der
Fihrungspunkt, der lings der auszumessenden Linie verschoben
wird, wobei die Richtung der Rollenachsen senkrecht zur augen-
blicklichen Tangente gestellt wird. Als Fithrungspunkt wird der
Nullpunkt einer kleinen im mittleren Ausschnitte sichtbaren Skala C

Fig. 80.

benutzt. Die Bezifferung der beiden Registrierscheiben wiichst im
gleichen Sinne, so daB bei einer Drehung des Instrumentes um
den Beriihrungspunkt die Summe der Ablesungen Null ist. Die
Teilung ist so gew#hlt, daf die Summe der Ablesungen den zurtick-
gelegten Weg angibt, wobei ein Teil einem Millimeter entspricht
Der vierte Ausschnitt dient zum Anfassen des Instrumentchens.
Die Genauigkeit wird vom Verfertiger auf /5., angegeben. Bei
einer Abweichung um 8° von der senkrechten Stellung der Skalen-
richtung oder der Rollenachse zum Kurvenelement wird die Weg-
linge um Y/, unrichtig (entsprechend cos 8° = 0,99).

von Schlagintweit,Jacob,Sandor, Mayer und WolfinFiume usf.
konstruiert worden. :
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Ein Kurvenmesser von Ott in Kempten?!) beruht in Kiirze
auf Folgendem: Ein Fahrstift trigt am unteren Ende einen Ring
mit eingespanntem Hornbldttchen, das zwei sich senkrecht kreu-
zende Linien enthilt, deren eine in die Richtung der Kurven-
tangente gedreht wird. Am oberen Ende desselben Stiftes sitzt
die Rolle, die durch Gegengewichte angedriickt auf der Unterseite
eines dariiber liegenden horizontalen Glasdaches rollt, das noch
zur Vermeidung eines Gleitens der Rolle mit Papier iiberzogen
werden kann. Das Instrument wutde von Hammer auch bei
starken Kriitmmungen, bis zu 0,8 mm Kriimmungshalbmesser hinab,
benutzt und gab bei Kurvenlingen von 120 bis 140 mm als mitt-
leren Fehler 4 0,2 bis 0,3 mm fiir eine einzelne Durchfahrung.
Andere haben in der fortwihrenden Drehung des Stiftes einen
Ubelstand gesehen.

Fig. 81.

Dieser Schwierigkeit begegnet das vom Ingenieur Fleisch-
hauer in Gotha erfundene Kartometer (Konstrukteur Tesdorpf).
Hier (Figur 31) befindet sich in der Mitte einer ringartigen Platte
der Fahrstift, der durch zwei Fiihrungsstangen regiert und auf der
Kurve entlang gefiihrt wird. GleichmiBig tiber den Umfang des
Ringes sind eine ungerade Anzahl (3 in der Figur, auch 5 oder 7)
Rider, deren Ebenen radial steben, verteilt; die Rider, die sich
infolge einer Sperrvorrichtung, die sich aber nicht bewihren soll,
nur nach auBen drehen kinnen, sind mit Zifferblattern versehen,
an denen die Umdrehungen und ihre Bruchteile abgelesen werden.
Man bestimmt durch Umfahrung einer Kurve von genau bekannter

1) Abbildung Zeitschr. f. Verm. 18, 1889, S.132.
Galle: Mathematische Instrument: b
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Liinge, also etwa eines Kreisumfanges, die Konstante k, mit wel-
cher die Summe der Ablesungsdifferenzen der Ridder multipliziert
werden muB und bef#hrt die zu untersuchende Kurve zweimal,
indem man jedesmal die Fthrungsstangen in derselben Richtung
hiilt, beim zweiten Male aber senkrecht zu ihrer ersten Richtung
stellt.

VIL Abschnitt.

Fliichenmesser.
(Instrumente zur Flichenbestimmung, Planimeter.)

83. Flichentafeln. Alle Instrumente, welche zur Ausmessung
zweidimensionaler Gr8en dienen, verfolgen den Zweck, das Re-
sultat durch eine einzige Zahl zu geben. _

In der allereinfachsten, trotzdem aber fiir viele Zwecke durch-
aus geeigneten Weise wird dies durch die Quadratmillimeter-
glastafel erreicht, die auf die auszumessende Fliche gelegt wird.
Die Anzahl der auf die Fliche fallenden Quadrate gibt unmittel-
bar den Inhalt an, wihrend die an den Grenzen nur teilweise die
Fliche deckenden Quadrate schﬁtzungsweise addiert werden. Die
Genauigkeit hewegt sich nach Liidemann zwischen 0,05 und
0,1%.

]‘gtwas bequemer wird das Resultat mit einer Hyperbel-
glastafel®) von Kloth in Osnabriick erhalten, bei der aber mehrere
Verschiebungen nbtig sind. und einfachere Gestalten der Flichen-
stiicke vorausgesetzt werden.

84. Harfenplanimeter und #hnliche. In demselben Zu-

1) Kloth stellte sich die Aufgabe, den geometrischen Ort der
Schnittpunkte der stetig verinderlichen Koordinaten zu konstruieren,
welche mit den rechtwinkligen Achsen ein Rechteck von konstanter
GriBe einschlieBen, 2y = F' ist nun die Asymptotengleichung einer
Hyperbel, und es sind auf der Glastafel fiir iquidistante Werte von
FyBie Hyperbeln ausgezogen. Bei einem Dreieck legt man die Grund-
linie in die y-Achse, verschiebt dann die Tafel, bis die Spitze des
Dreiecks mit der a-Achse zusammenfillt und liest am Endpunkt der
Grundlinie den Wert F ab, der die doppelte Dreiecksfliche gibt. Ein
Viereck zerlegt man durch eine Diagonale in 2 Dreiecke usf. Man
kann auch die Eigenschaft der Hyperbeltangenten, daB sie Dreiecke
von konstantem Flicheninhalt mit den Koordinatenachsen einschlieBen
zu einer veriinderten Ablesung benutzen, (vgl. Zeitschr. f. Verm. 82,
369, 1903). ~
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sammenhange?) ist das Harfenplanimeter von Oldendorp zu
nennen. Es besteht in seiner urspriinglichen Gestalt aus paral-
lelen, in einem rechteckigen Rahmen, in kleinen konstanten Ab-
stinden aufgespannten Féden. In der Flichenformel F=ZyAx
werden die y als die mittleren Lingen der Flichenstiicke zwischen
jo zwei im Abstande Az aufgespannten Fiden angesehen. Werden
die Lingen y mit einem Zirkel (Planimeterzirkel, Planimeterhaar-
zirkel) gemessen, so ist es vorteilhaft, an diesem eine Additions-
vorrichtung anzubringen (Zirkeladdition).

Da die Fden nicht straff gespannt bleiben, ersetzt man sie
durch eingeteiltes Olpapier, das wiederum infolge nicht gentigen-
der Durchsichtigkeit die Konturen der Pline nicht deutlich er-
kennen liBt. Deshalb wurde von Ménkemdller ein Planimeter?),
das auf demselben Prinzip beruht, in folgender Weise konstruiert.
Es besteht im wesentlichen aus einem viereckigen, eisernen Rahmen,
in welchem eine Glasskala an einer Leitstange entlang verschoben
werden kann. Die auszumessende Figur wird durch Teilstriche der
Glasplatte in Parallelstreifen zerlegt, deren Breite konstant ist,
und deren Lingen durch die Verschiebung der Glasskala gemessen
werden, die an einer Rolle abgelesen wird. Die Anwendung der
Harfenplanimeter ist besonders bei langgestreckten Figuren emp-
fehlenswert, die Genauigkeit des Mnkemdllerschen wird nach
Untersuchungen von Hamann®) derjenigen der spiter zu erwih-
nenden Pr#zisionsplanimeter gleichgestellt. Beim Gebrauch muf
darauf geachtet werden, daB nicht Flichenstreifen ausgelassen oder
doppelt gemessen werden. ‘ F

Auf wesentlich demselben
Prinzipe beruht das von F.
Giinther angegebene Aqui- E
distanzplanimeter, wel-
ches zur Ausmessung von De-
tailfiguren (im MabBstabe 1 :
4000) konstruiert wurde. In der Hauptsache besteht es aus einer
langen Schraube, deren Muttergewinde in einem auf einer festen
Platte drehbaren Block eingelassen ist. An dem Ende, das dem

1) Ein #hnliches Hilfsmittel ist auch der Flichenmesser von
Semmler, Zeitschr. f. Verm. 85, 1908, 886, der aus einer fiinfeckigen
Glastafel mit aufgezeichneten Teilstrichen besteht.

2) Zeitschr. f. Instrk. 15, 466, 1895.

8) Zeitschr. f. Verm. 28, 549, 1899,

b*
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Schraubengriff entgegengesetzt ist, befindet sich eine bewegliche
Hiilse, die zwei Arme trigt; der eine Arm triigt den Fahrstift, der
andere die Zghlrolle, die beide im gleichen Abstande von der Schrau-
benachse auf verschiedenen Seiten derselben einander gegeniiber- -
stehen. Setzt man den Fahrstift auf den dem Instrument nichsten
Punkt des unteren Randes der auszumessenden Figur und dreht
man den Schraubenarm um seinen Drehpunkt, so beschreibt der
Fahrstift einen flachen Kreisbogen bis zum ‘oberen Rand der Figur,
wobei die Rolle sich abwilzt. Jetzt schraubt man die Schraube
um ein bestimmtes Bttick (eine Viertelumdrehung) verwirts und
bringt den Fahrstift wieder an den unteren Rand der Figur. Hierbei
wird durch eine Vorrichtung, die auch die Drehung der Schraube
auf eine Vierteldrehung beschrinkt, gleichzeitig die Rolle verhindert,
sich zu drehen. Nun beschreibt der Fahrstift wieder einen Kreis-
bogen bis zum oberen Rande usf. und die Figur wird in eine An-
zahl von Kreisringsektoren zerlegt.

Es sei (Fig. 32) Z der Drehpunkt der Schraubenachse ZX, F'
der Fahrstift, R die Rolle, deren Mittelebene immer senkrecht zur
Schraubenachse steht, dann beschreibt, wenn F' einen Kreisbogen
mit dem Radius F'Z beschreibt, R einen kongruenten Kreisbogen
und auch X beschreibt einen Kreisbogen. Denn es ist FX = XR
und F R senkrecht zu X Z, nach Konstruktion des Instrumentes, also
FZ = ZR. Die Ebene der Rolle bildet nun mit der Tangente des
Kreises einen kleinen Winkel &, daher wickelt sie (8. 49) nicht den
Bogen As des Kreises ab, sondern Au = As - cose. Durch die
Drehung der Schraube erhslt nun ZX einen Zuwachs X X'= Ax.
Dadurch wird der Radius des Kreises, den der Fahrstift und der
Rollenauflagepunkt beschreiben, um Ar = Az - cos o vergriBert.
Die Fliche eines Kreisringes betriigt daher

As - Ar=Auseco: Az cosa = Au - Ax.

Durch passende Wahl der GanghShe der Schraube und geeignete
Bezifferung der Rolle kann man, da Az eine Konstante ist, die
Ablesung des Flicheninhalts unmittelbar an der Rolle erhalten.
Ein einfaches Hilfsmittel bietet der Planimeterschieber
von R. A. de Wal?), der die GroBe (27 cm) und Form eines ge-
wohnlichen Rechenschiebers (z. B. von Frank) besitzt. Er trigt

1) Zeitschr. f. Vermessungsw. 89, 111, 1910. Zeitschr. f. Instru-
mentenk. 81, 29, 1911,
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aber zwei gewdhnliche Teilungen von 25 cm Linge (den MaBstéiben
eines Planes in 1 : 2500 und 1 : 1000 entsprechend). Die Zunge
triigt dieselben Teilungen, aber in entgegengesetzter Richtung lau-
fend und nur mit Auszeichnung einiger Hauptstriche. Der Laufer
ragt mit einer Glasplatte iiber den Stab hervor und trigt auf
dieser und zwar senkrecht zu den Teilungen einen Indexstrich.
Legt man nun eine Harfe auf die auszumessende Figur, so
kann man mit dem SchiebermaBstab, den man den Mittellinien
der dadurch in parallele Streifen geteilten Figur parallel legt, die
Streifen- (Mittellinien-)lngen abmessen und additiv aneinander-
setzen. Wenn die Liénge des MaBstabes nicht mehr ausreicht, schiebt
man die Zunge zum nichsten Strich und beginnt die Messung von
einem Zungenstrich am linken Ende des MaBstabes ausgehend.
Als besonders vorteilhaft erscheint (nach Hammer) die groBere
Genauigkeit bei der Ausgleichung unregelm#Biger Streifenenden
bei Anwendung des Indexstriches als durch AugenmaB.
85. Verwandlungsplanimeter. Fiir die Inhaltsberechnung
geradlinig begrenzter Figuren (Polygone) kommen die Verwand-
lungsplanimeterin Betracht, wie sie Hof-

mannund Gangloffund Schlesinger kon- 2 3

struiert haben. Sie beruhen auf dem Prinzip

des Parallelabschiebens zum Zwecke der Ver-

wandlung des Polygons in ein flichengleiches 1y

Dreieck. ') ) vy
Ein Lineal I aus Mes- 11,

sing (Figur 33) besitzt /] ]

lings einer Kante eine Fig. 35.

Einteilang mit dem Null-

punkt in der Mitte. Ein kiirzeres Lineal IT 148t sich lings der ge-
teilten Kante von I verschieben und hat eine Marke oder Nonius-
teilung, um die GréBe der Verschiebung messen zu kinnen. An
seiner anderen Liingsseite ist ein drittes Lineal III durch ein
Scharnier angebracht, um das es sich drehen kann. Die eine ab-
geschriigte Seite von III geht verlingert genau durch die Mitte
des Scharniers und trégt eine Marke. Mit dieser wird es an einen
Punkt (1) des Polygons angelegt, dann wird das Lineal I senkrecht
zu IIT an IT so gelegt, daB die Nullpunkte der Teilungen zusammen-
fallen und in dieser Lage mit zwei Nadeln fixiert. Das Verfahren

1) Vgl. Galle, Geod#isie. Sammlung Schubert XXIIIL, 7. § 4.
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ist dann weiter das folgende: Der bewegliche Arm III wird soweit
gedreht, daB er am Punkte (2) anliegt, darauf unter Beibehaltung
der Richtung von ITI das Lineal IT soweit verschoben, bis ITI wie-
der durch Punkt (1) geht. Jetzt wird der Arm III nach Punkt (3)
gedreht, dann IT mit 1IT verschoben, bis III durch (2) geht usf.
bis zuletzt der Arm III wieder an den Ausgangspunkt (1) angelegt
und nach dem Punkte (n) verschoben wird. Jetzt wird die Ver-
schiebung z gegen I an II abgelesen und man erhilt, wenn die
Entfernung der Marke auf III vom Umdrehungspunkte mit % be-
zeichnet wird, den Flicheninhalt F' = % zh.%)

Da dieParallelverschiebung des beweglichen Armes ochne Klemm-
vorrichtung schwierig ist, wird bei einer abgeiinderten Konstruk-
tion eine Glastafel auf die Zeichnung gelegt und der bewegliche
Arm durch einen gespannten Faden ersetzt, der mit seiner Fassung
auf der Glastafel aufliegt und daher bei Verschiebung der Tafel
am Lineal I in seiner Richtung unverindert bleibt. Allerdings
kommt hierbei eine Parallaxe bei der Ablesung in Frage, jedoch
hat sich das Instrument bei Flichenberechnungen von Waldpar-
zellen als niitzlich erwiesen.?)

86. Planimeter mit Integrierrolle. Bei dem Planimeter
von Ménkem&ller und dem Aquidistanzplanimeter sind Rollen zu
dem Zwecke angebracht, die geradlinige bzw. die kreisférmige Be-
wegung durch die Umdrehungen der Rolle zu messen, doch muBte
in beiden Fillen die Titigkeit der Rolle bei der Riickwirtshewegung
ausgeschaltet werden. Bei der Verwendung einer Rolle als Hilfs-
mittel zur Integration fillt diese Beschrinkung fort. Die Art der
Verwendung bei den Planimeterkonstruktionen ist jedoch eine ver-
schiedene. In erster Linie handelt es sich hierbei um eine Rolle
mit flachem oder auch abgerundetem Rande, oder auch um einen
Zylinder. Spiter kommen dann auch Planimeter mit scharfrandigen
Rollen in Betracht. Aber nur die erste Art kann als Integrier-
oder MeBrolle bezeichnet werden, hierbei dient die Rolle dazu, die

1) Zum Beweise fillt man passender Weise von den. beiden
#uBersten Polygonpunkten (deren einen man als (1) annehmen kann)
Senkrechte auf die Richtung des Lineals I. Den Lagen von III vor
und nach der jedesmaligen Verschiebung entsprechen zwei parallele
Geraden. Die Entfernung des letzten Schnittpunktes von III und I
vom Nullpunkt auf 1 ist dann die Grundlinie des Dreiecks, in das
das Polygon verwandelt wird.

2) gozﬁglich einiger praktischen Hinweise vgl. Zeitschr. f. Verm.
8, 160, 1879. .
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Verschiebungen eines Stabes zu messen, der die Fliche tiberstreicht,
deren Inhalt bestimmt werden soll.

87. Theorie dieser Instrumente. Wir stellen uns zunichst
einen Stab von konstanter Liénge I vor und betrachten die von
ihm tberstrichene Fliche. Wir nehmen an, daB der Stab durch
kleine Verschiebungen nach und nach die Lagen 4,B,, 4, B,

A, B, einnimmt. Um aus der Lage AoB in die benachbarte 4, B,
zu gelangen, wird der Stab, wie wir uns vorstellen kdnnen, zu-
nichst ein kleines Rechteck AoBoB ' A, tiberstreichen, indem seine
Endpunkte die kleinen zu A, B, senkrechten und gleichen Strecken

Ay Ay und By B/ beschrelben, die dem Abstand von A4; von der
Gera.den A Bo glelch sind. Darauf wird er sich lings Ao By ver-
schieben, b1s sein Anfangspunkt nach 4, gelangt. Durch eine Dreh-
bewegung um A, als festen Punkt kommt dann sein Endpunkt
nach B;. In iihnlicher Weise wird die Bewegung von A, B, nach
Ay By in eine Parallelverschiebung, eine Liingsbewegung und eine
Sektorbewegung zerlegt usf. Je kleiner die Rechtecke und die Sek-
toren angenommen werden, um so mehr werden sich die Bewegungen
der Endpunkte in kontinuierlichen Kurven vollziehen.
Beziiglich des Vorzeichens setzen wir fest, daB einer Be-
wegung aus der Lage 4, B, nach 4, , B, , das positive
Vorzeichen zukommt, wenn die neue Lage sich rechts von
der alten befindet, das negative im andern Falle und daB
dementsprechend auch die tiberstrichenen Flichenteile mit
dem positiven oder negativen Zeichen eingefithrt werden.
Auf diese Weise erhalten wir, wie dies notwendlg ist,
dasselbe Ergebnis, wenn wir statt A nach 4, und B,
nach B, zu versclueben A, bis 4" und B, bis B," ver-.
riicken, wo Ay4,” = BoBo" der Abstand von B, von AyB, ist.
Wenn wir da.nn B nach B, in der Richtung Bo"A0 verschieben,
so daB der Anfangspunkt nach 4,”" kommt, so miissen wir dem
Stabe eine negative Drehung erteﬂen, damit sein Anfangspunkt
nach A, gelangt. Man sight aus der Figur sofort, da die Sektoren
flichengleich sind, daB in beiden Féllen dieselbe iiberstrichene
Fliiche erhalten wird.

Bezeichnen wir die unendlich kleinen Parallelverschiebungen
des Stabes mit ds, die unendlich kleinen Drehwinkel mit de,
letztere in Bogenmall gemessen, so ist der Inhalt der @iberstrichenen
Flache

Fig. 84.

F=1fds+ 388 de.
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Die Grenzen der Integrale sind durch die Anfangs- und End-

lage des Stabes bestimmt. Das erste Integral bezeichnet die Lénge
B des Weges, den ein Punkt des Stabes senkrecht zur
Stabrichtung zuriicklegt (die Lénge der orthogonalen
Trajektorie simtlicher Stablagen) Denken wir uns
ferner (Fig. 35) durch einen beliebigen Punkt P der
B: Ebene Parallelen A zu simtlichen Stabrichtungen ge-
zogen, 8o ist dp = (i, 4;,,) der Winkel zwischen
zwei aufeinander folgenden Richtungen. Das Integral

n

- f d@ zwischen der ersten und letzten ist daher der

As  Winkel zwischen 4y und 1, und wir erhalten
Lih F=1fds+ ¥y, 4,)
‘Wenn der Stab wieder in seine Anfangsrichtung zurtick-
kehrt, so ist (14, 4,) = O oder = 2mm, letzteres, wenn
der Stab m volle Umdrehungen gemacht hat. Ist aber
! (A%, 4,) =0, so0 ist
Fig. 85. F=1]ds.

In den Figuren 36 und 37 sind solche Bewegungen angedeutet,
bei denen die Endpunkte des Stabes die geschlossenen Figuren A
und B durchlaufen. In der ersten Figur wird die zwischen A und
B liegende Fliche C zweimal iberstrichen, einmal im positiven
und einmal im negativen Sinne. Man erhilt daher als Inhalt
der ganzen vom Stabe iiberstrichenen Fliche bis zur Riickkehr
in dieselbe Lage F'=A — B. In der zweiten Figur ist die
vom Stabe bestrichene Fliche + (4 —C) — (B—C) = A—B,
wenn wir den Flichen das ihnen zukommende Zeichen geben.
Die kleinen fiberragenden Flichenstiicke D und E kommen nicht
in Betracht, da jedes vom Stabe zweimal und zwar in entgegen-
gesetater Richtung tiberstrichen wird. Man kann sich anch die
Figuren als Projektionen einer Art Rohrenflichen vorstellen, die
von den den Stab darstellenden Geraden erzeugt werden. Die
algebraische Summe der Projektionen aller Flicheninhalte einer
geschlossenen Fliche auf eine Ebene ist nun Null. Die beiden
Endflichen sind aber 4 und B, die Mantelfliche ist F.. Durch
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Projektion auf die Ebene A z. B. erhalten wir B + F = A oder
wie oben F = A — B.

Zwingt man den einen Endpunkt des Stabes, z. B. B auf einer
Kurve von gegebenem Flicheninhalt (Kreis) oder dem Flichen-
inhalt Null (Gerade) sich zu bewegen, so ist die vom andern End-
punkt A umfahrene Fliche A = F 4+ B (wo B im zweiten Fall
null ist), wenn der Stab wieder in seine Anfangslage zurtickkehrt.
Um also den Inhalt der von dem

F R einen Endpunkt des Stabes um=
4 A =
1 )
| P
¢l D =
/¢’J1 ﬁ
p | A
i L
Fig. 36. Fig. 87.

fahrenen Fliche zu bestimmen, ist anBer der Kenntnis der Stab-
linge nur noch die Messung der Linge des Weges notig, den ein
Punkt des Stabes senkrecht zur Stabrichtung zuricklegt.

Bevor wir die hierzu dienende Vorrichtung besprechen, mdge
noch eine analytische Beweisfitlhrung des der Planimetertheorie
zu grunde liegenden Satzes folgen, wodurch seine Giltigkeit fir
alle Fille dargetan wird. Wir nehmen ein rechtwinkliges Koordi-
natensystem an, bei dem die positive y-Achse der 2
positiven 2-Achse bei einer Bewegung im Sinne des 1 3
Uhrzeigers folgt. Bei dem Stabe unterscheiden wir
eine bestimmte Richtung von A nach B. Bei einer
Drehung des Stabes um einen Endpunkt ist die
tiberstrichene Fliche positiv, wenn die neue Rich- 1
tung rechts von der alten liegt, also der Winkel ? 3
zwischen beiden im positiven Sinne rechts herum- Fig. 38.
wiichst. Haben wir z. B. ein Dreieck (Fig. 38), das
von den beiden Stablagen 1,.; und ;. eingeschlossen wird, und
sind ;. und @,., die Winkel derselben mit der z-Achse, so ist
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der Flécheninhalt des Dreiecks
“;—lx-: by 8in (@res — @y-3)
= % [}.scos@y.g-ly.gsing g —l.gsing, gl .5 08 @y .g]
= [ —2) (B —3) — (@ —2) (5 — 9]

= % (2193 — 91%5) + (2295 — %393) + (%39, — 2, 95)],

so daB eine zykhsche Reihenfolge der Koordinaten der Dreiecks-
punkte rechts herum im Sinne des Uhrzeigers stattfindet.
X Nach diesen Vorbemerkungen betrach-
-ten wir zwei auf einander folgende, un-
endlich wenig verschisdene Stablagen
A,B, und 4, B, , (Fig. 39). Die Ko-
ordinaten des Anfangspunktes 4 bezeich-
nen wir mit z, y, diejenigen des End-
punktes B mit §, ¢ und nach der Ver-
schiebung die Koordinaten von 4, , mit
: y & + dz, y + dy und diejenigen
¢ e, 50 von By, mit {+d&, 4 +d7.
& Fiir den Flacheninhalt daf, des
Dreiecks 4, B, A, , erhalten wir dann

2df, = (zn—9&) + E(y + dy) — n(z + da) + (z+da)y
— (y+dy)z = (§—2)dy — (n—y)da.
Ebenso erhalten wir fiir den Inhalt df, des Dreiecks 4,,1B.B, ,:
2dfy = (z+da)n — E(y + dy) + E(n + dn) — n(E+ k)
+ ¢+ de)(y +dy) — (n+dn)(z + d)
=&dn — qdf + ydt — zdy + (dkdy —dndz)
= (§—2)dn — (y—y)dE + Glieder 2. Ordoung.

Mit Vernachlissigung der Glieder zweiter Ordnung in dem letzten
Ausdruck folgt daher fiir die vom Stabe {iberstrichene Elementar-
fliche die Summe df; + df; =

aF =+ (vaw — vdy) — & (15 — kdn) + 1 a(y — 21).")

1) Wir konnen die drei Teile auch geometrisch direkt ver-
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Die Integration ergibt zwischen den gegebeﬁen Grenzen:

F = [ (vda—ady) — 1 [ (nat — tan) + 1 [2y — =0,

Das letzte Glied verschwindet, wenn der Stab in seine An-
fangslage zurtickkehrt. Das erste Integral stellt den Flicheninhalt
der vom Anfangspunkt des Stabes, das zweite die vom Endpunkt

zns;ﬁhaulichen: Ist O der Koordinatenanfang, so ist die Dreiecks-
e

OA Ay =[xy + dy) —y(z 4 dx)] = §(xdy — yda),
die Fliiche
OBB; =46+ dn) — n(§ 4 d8)] =4 (§dn — ndf),
endlich ’
- 04;41Byy1 — O4 By = {[(x 4 dx)(n 4 dn) — (y + dy) (£ + d§)]
—i@n—y§=1(@dn+ndz—ydi—§Edy + dxdn — dyd¥)

= } d(zn — y£) + Glieder 2. Ordnung
und es ist

Ay BBy 14441 = OB By — 04 Ay 1+ 043 By — 04y 1By
=} (Edn—ndf) —} (xdy —ydz)+ L d(y§ — zn).

Auch als Summe eines Parallelogramms und eines Sektors 148t sich
der Ausdruck auffassen. Es ist n#dmlich anders geschrieben:

dF =4} —a)dy —in—y)dz+ ¢ — 2)dn—f(m—y)dé
=[§—2)dy — (n—y)dz] + H{(E —2)dm—y) — 1 —y)d(E — 2)].

Der erste Teil ist die doppelte Dreiecksfliche A;B,A;,, oder die

Fliche des Pura.llelogramms mit den Seiten 4, B, =1 und 4;4;,,.
Der zweite Teil ist der Sektor mit dem Winkel dgp. Denn es ist

n—y
t8¢=§—:;;’
also
dp—E— DO —9) — 1 —9dE—2)
E—2*+m—y)?
und ] ] l’
daher E—2)+mn—y \

Pldp =3[E— 2)din—y) — (—y)dE — 2)].
Bezeichnen wir noch den senkrechten Abstand der beiden Stablagen,
welche den Seiten des Parallelogramms entsprechen, mit ds, so ist
dF =lds+ {1'dp und F=1fds+ 41*[do wie friber.
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umschriebene Fliche dar, so daB wie oben nach der fritheren Be-
zeichnung F = 4 — B ist.

Dasjenige Hilfsmittel, welches die Bewegungen eines Stabes
senkrecht zu seiner Richtung miBt, ist die Rolle. Wir denken uns
zuniichst den Stab von der Linge ! als Achse einer in seiner
Mitte angebrachten Rolle, wobei es nicht darauf ankommt, ob die
Rolle am Stabe festsitzt, so daB er sich mit der Rolle dreht oder
ob die Rolle frei beweglich ist. Die Rolle, die mit leisem Drucke
auf die Unterlage gedriickt wird, kann man sich als ein fein ge-
zahntes Rad vorstellen, und man sieht dann, daB bei schiefer Stel-
lung der Radebene dieselbe Abwicklung stattfindet, wie wir oben
bereits erwhnt haben. Hat die Rolle einen breiten Rand, wie eine
Walze, so triigt sie in der Regel eine feine Riffelung, die man
sich als enge Zahnleisten vorstellen wird, welche auf der Unterlage
eine entsprechende Riffelung, wenn auch voriibergehend, hervor-
bringen. Bei schriger Riffelung wiren die geradlinigen Zahn-
leisten durch Schraubenlinien (von groBer Ganghthe) ersetzt. Eine
Schraube rollt aber auf ebener Grundlage ebenfalls senkrecht zu
ihrer Achse, wenn nicht in der Achsenrichtung eine Kraft wirkt.
Daher hat die Art der Riffelung keinen direkten EinfluB auf die
Richtung der Rollenbewegung.') .

Wird der Stab zwar parallel mit seiner Anfangsrichtung ver-
schoben, beschreibt aber sein Mittelpunkt eine gegen die Stabrichtung
geneigte Gerade, oder eine beliebige Kurve, so kbnnen wir uns die
Bahn des Punktes aus unendlich kleinen geradlinigen Wegstrecken
zusammengesetzt und diese in zwei Komponenten zerlegt denken,
von denen die eine senkrecht, die andere parallel zur Stabrichtung
liegt. Ist « der Winkel, den das Wegelement ds mit der Richtung

1) Man kann sich am leichtesten diese Unabhingigkeit der Be-
wegung einer Walze oder Rolle von ihrer Riffelung dadurch veran-
schaulichen, da8 man sich die einzelnen Riffelleisten in eine groBe
Zahl getrennter Punkte aufgeldst denkt (wie auch in der Tat Walzen
in dieser Weise bearbeitet werden, da8 Erhebungen mit quadratischer
Grundfliche stehen bleiben, um ihnen geniigende Reibung zu ver-
leihen). Dann ist es bei gleichmiiBiger Verteilung dieser Punkte
iiber die Oberfliche gleichgiiltig, ob man die in gerader Linie lings
der Zylindererzeugenden stehenden sich verbunden denkt (Schrauben-
linie von unendlich hoher Ganghthe) oder ob man die durch eine
mehr oder weniger steile Schraubenlinie verbundenen betrachtet. Da
sich in der Literatur abweichende Ansichten finden, wurde die oben
ausgesprochene auch experimentell erprobt.
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des Stabes oder der Rollenachse einschlieBt, so wird von der
Rolle nur in der zum Stabe senkrechten Komponente das Stiick
do = ds - sin o abgewickelt, wihrend bei der Bewegung in der
Richtung des Stabes der Beriithrungspunkt mit der Unterlage der-
selbe bleibt, also kein Rollen stattfindet. Dreht sich der Stab um
seinen Mittelpunkt, so dreht sich die Rolle ebenfalls in demselben
Auflagepunkte, so daB fir die vom Stabe iberstrichene Fliche
sich der Inhalt null ergibt; in der Tat werden die beiden Sektoren
von den Hilften des Stabes in entgegengesetztem Sinne fiberstrichen
und ihre algebraische Summe ist daher null. Dreht sich der Stab
um einen Punkt, der vom Rollenmittelpunkt den Abstand ¢ hat,
um den Winkel ¢, so miBt die Rolle die Linge des von ihr be-
schriebenen Kreisbogens ¢ - 1.

Es ist nun nicht notwendig, daB die Rolle sich im Mittelpunkt
des Stabes befindet. Wir setzen nur voraus, daB der Stab sich
parallel der Unterlage bewegt. Esist aber
auch nicht erforderlich, daB die Rollen-
achse in der Richtung des Stabes liegt,
sondern nur, daB sie dem Stab parallel
und fest mit ihm verbunden ist. Fir Par-
allelbewegungen des Stabes ist dies ohne
weiteres ersichtlich. Wird aber der Stab
aus der Richtung 04 um den Winkel ¢
gedreht, so daB er in die Richtung 0A’
gelangt und ist R die Lage der Rolle, die
irgendwie fest mit dem Stabe verbunden
ist, bei der Anfangsstellung des Stabes mg 40,
und R fiir die Stellung OA’, so fillen

wir (Fig. 40) die Senkrechten RA und R'A’ auf d10 jedesmalige
Stabncht'ung und bezeichnen den Winkel ROA =R 0A'=4 und
OA = 0A'=r. Da auch der Winkel zwischen der Rollenachse und
OR gleich ¢ ist, so betriigt die Abwicklung der Rolle fiir ein kleines
Woegesttick do = ds - cosd oder da ds = OR-dp = rsecd - do
ist, do == rdop, d. h. die Abwicklung ist dieselbe, als wenn die
Rolle im Punkte A des Stabes angebracht wire,

88. Koordinatenplanimeter. Wenn wir in der Entwick-
lung der Formel fir den Flicheninhalt auf 8. 74, 75 & =§ setzen,
so findet eine Verschiebung des Stabes, der die Fléiche tiberstreicht,
parallel zur y-Achse statt und wir erhalten dF = (y — n)dz.
Da nun in diesem Falle y — 7 =7 die Liéinge des Stabes darstellt,
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* so wird bei der Riickkehr in dieselbe Anfingslage F' = 0. Es
geht dies auch daraus hervor, daB die beiden Figuren 4 und B
in diesem Falle kongruent sind, also 4 — B =0 wird. Wenn
wir aber auf unsere allgemeine Betrachtung zuriickgehen, so kén-
nen wir uns einen unendlich langen Stab vorstellen, der sich um
den unendlich fernen Punkt der z-Achse dreht und mit seinem
andern Endpunkte die gegebene Fliche A umf¥hrt. Bei dieser
Umfahrung wird also der Stab sich selbst und der y-Achse parallel
bleiben und derjenige Teil der von ihm fiberstrichenen Fliche,
der auBerhalb A liegt, in entgegengesetztem Sinne zweimal {iber-
fahren werden, so daB man F = A erhalten wiirde, wihrend B,
das durch einen unendlich fernen Punkt dargestellt wird, null ist.
Statt des unendlich langen Stabes konnen wir daher anch einen
endlichen Stab von ver#inderlicher L#nge annehmen, indem wir
ihn z. B. durch die z-Achse abgeschnitten denken. Wenn wir
dementsprechend in unserer obigen Formel 9 = O setzen, d. h.
den einen Endpunkt der Geraden in die z-Achse verlegen, so kann
darauf ein Planimeter begriindet werden, das F — [' yde = A
liefert.!)

Der Gonellasche Integrationsmechanismus (s. 8.51) dient zur
Ermittlung eines solchen Integrals, wenn der Scheibe eine Drehung
proportional dx erteilt wird und die Rolle im Abstande y vom
Mittelpunkt der Scheibe durch ihre Verbindung mit dem Fahrstift
gehalten wird.

Die erste Lisung dieser Aufgabe gab der Bergrat Josef
Stadler zu Eisenerz in Steiermark durch das 1855 ersonnene
und durch den Bergbeamten Smollin ausgefiihrte Hyperbel-

1) Um die Integration }'=[ydx anschaulich zu machen, zer-
legen wir es im Falle einer auf derselben Seite oberhalb der z-Achse
liegenden Fliche (und #hnlich in andern Fillen) in zwei Teile, indem
wir den Fahrstift zunichst an der oberen Kontur im Sinne wach-
sender, also positiver dx entlang fithren, wobei y mit y, bezeichnet
werde. Die an dem Stabe angebrachte Rolle wickelt also die Betriige
dx ab. Bei der Zuriickfilhrung des Fahrstiftes von seiner #uBersten
Stellung rechts an «er unteren Kontur wird — dx von der Rolle ab-
gewickelt, und sind die Ordinaten hier y =y,, so erhidlt man
ﬂ’x‘(— dz). Die Flache der Figur ist nun gleich der zuerst in der

ichtung nach rechts ﬁborstrig:nen Fliche minus der das zweite
Mal iiberstrichenen Fliche innerhalb der Figur, also

F=[y,dz—[y,(— dz)=[y,dz +[y,dz=[yde.
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planimeter. Infolge der ungefihr gleichzeitigen Entstehung des
Amslerschen Polarplanimeters, das einfacher und praktischer ist,
hat es allerdings keine Verbreitung gefunden, seine Idee ist aber
wert, kurz erliutert zu werden.

Ein Umdrehungkdrper (Fig. 41) sei durch Rotation einer gleich-
seitigen Hyperbel um eine ihrer Asymptoten entstanden, die die
Richtung der y-Achse sei, und ein Zylinder, der auf ihm auf-
liegt, werde so verschoben, daB seine Achse der z-Achse parallel
bleibt. Sein Beriihrungspunkt beschreibt bei dieser Bewegung eine
Hyperbel, deren Gleichung

y2=k® sei und ¢z ist der Ra-
dius eines Parallelkreises des Um-
drehungskiérpers, dessen Ebene
senkrecht zur y-Achse steht. Der
Einfachheit halber nehmen wir
an, daB die Verliingerung der Zy-
linderachse den Fahrstift F' triigt,
mit dem die auszumessende Figur
umfahren wird. Bei einer Ver-
riickung des Fahrstiftes parallel
der y-Achse bleibt der Zylinder
durch einen parallelogrammati-
schen Fithrungsmechanismus der z-Achse parallel und rollt von
einem Parallelkreis zam anderen. Bei einer Bewegung dz des Fahr-
stiftes parallel der z-Achse, wird der Zylinder in der Richtung
seiner- Achse verschoben und bewirkt durch Reibung eine Drehung
dp des Umdrehungskdrpers um seine Achse. Es ist nun der un-
endlich kleine Kreisbogen zdg des Beriihrungskreises der Ver-
schiebung des Zylinders dz in seiner Achsenrichtung gleich, also
dz = zd @, mithin k*dp = ydz.

Die Umdrehungen des hyperbolischen Kérpers und ihre Bruch-
teile werden durch eine Zahlscheibe S an seiner Grundfliche mittels
eines Index abgelesén. Zeigte die Zihlscheibe vor der Messung die

Ablesung @, , nach der Messung g,, so ist k*(p,— ¢,) = ﬁdw =F,

also gibt die Ablesungsdifferenz bis auf eine von den Dimensionen
des Umdrehungskirpers abhiingige Konstante den Flicheninhalt
der umfahrenen Figur.?)

Fig. 41.

1) Die Konstruktion leidet an dem Mangel, daB der Zylinder bei
seiner Parallelbewegung lings des Rotationskdrpers nicht horizontal
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Gonella wandte bei seinem 1824 erfundenen Planimeter, das
mit dem wenig beachteten des bayrischen Trigonometers Her-
mann (1814) Ahnlichkeit hat, eine Rolle an, die auf einer Kegel-
fliche lsuft (Fig. 42). Er lieB zwei Rtder in der geradlinigen Nut
eines Lineals, das wir in der Richtung der z-Achse annehmen, hinter
einander laufen. Das Gestell, welches sie verbindet, trug die Achse
des drehbaren Kegels, der mit dem Grundkreis auf der Zeichen-
ebene rollte, und zwar in der Weise, daB die jedesmal oberste
Mantellinie des Kegels parallel der Zeichenebene war. Das Ge-
stell, das man kurz als Wagen bezeichnen kann, wurde nun durch

4 eine Stange gefiihrt, die senkrecht
/I’—\-/\ zum Lineale lag; an dieser Stange
z befindet sich der Fahrstift F', mit

dem man die gegebene Figur um-
fahrt. Fithrt man den Fahrstift um

a ein Stilck dz parallel zum Lineal,
so verschiebt sich der Wagen um

K dasselbe Stiick dz und der Kegel
dreht sich infolge der Reibung an
der Unterlage um einen Winkel d .
Wenn der Radius seines Grund-
v kreises k ist, so betriigt die Drehung

Fig. 43 dp =22 Auf dem Kogel liogt die

Integrierrolle auf, welche an der in ihrer Liéingsrichtung in einer Hillse
verschiebbaren Fithrungsstange a so befestigt ist, daB ihre Achse der
Stange also der y-Achse parallel ist. Die Rolle beriihrt den Kegel in
dem Abstande y von der Kegelspitze. Ist h die Hohe des Kegels,
so ist der Radius des Kreises, der durch den Beriihrungspunkt der

Rolle senkrecht zur Kegelachse geht r — —Y% . Die Abwick-

VE R
lung der Rolle bei der Drehung des Kegels ist daher do = rde
= VP!% dg. Bei einer Bewegung des Fahrstiftes parallel der

y-Achse gleitet die Rolle, ohne sich zu drehen, lings der Kegel-
erzeugenden. Es findet also dabei keine Abwicklung statt. Jede
belicbige Bewegung des Fahrstiftes kann nun als Resultante dieser

bleibt, so daB die Gleichung dx = zd g nicht streng erfiillt ist. Des-
halb hat auch Stadler der Kurve auf Grund von Versuchen eine von
der Hyperbel etwas abweichende Form gegeben.
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beiden Bewegungen verstanden werden; und man erhilt daher,
wenn ¢, und o; die Ablesungen der Rolle vor und nachher sind

o— 6‘=k'—l+h§fydw oder F = f[ydz =Vk+ k¥ (0, —0,).
Mit dem soeben beschriebenen stimmt auch das von Oppikofer,
Ingenieur in Unteroppikon, 1827 in Verbindung mit dem Schweizer
Mechaniker Ernst kon-
struierte Planimeter im
Prinzipe tiberein, das in
Paris 1836 mit einem Prei-
se ausgezeichnet wurde. p=p “
Gonella selbst hat ©
1825 bei einem anderen
Instrumente den Kegel
durch eine kreisfdrmige
Scheibe ersetzt, deren Dre-
hung proportional derVer-
schiebung des Wagens ist.
Ihm ist darin das Wetli-
schen Planimeter #hnlich,
dasdurch Starke in Wien
(1849) und Hansen in
Gotha (1850) noch einige Anderungen und Verbesserungen erfubr.
Das Wetli-Hansensche Planimeter (Fig. 43) ist auf einer
starken Messingplatte P aufgebaut. Ein dreiftiBiges Gestell #hnlich
den eines Theodoliten liuft auf Rollen in drei parallelen Schienen S,
wie ein Wagen, hin und her. In der Mitte des DreifuBles erhebt sich
eine senkrechte Achse, um die sich, wieder &hnlich wie beim
Theodoliten, eine horizontale Scheibe M aus Messing dreht, deren
Oberfliche ganz glatt mit Papier iiberzogen ist. Zwischen zwei
Paaren von Fihrungsrollen g, die mit dem DreifuB in fester Ver-
bindung stehen, 148t sich eine prismatische Stange I senkrecht
zar Schienenrichtung hin- und herschieben. Diese Stange trigt
am Ende den senkrecht auf der Zeichenebene stehenden Fahrstift
F, der also vermdge der Bewegung der Stange zwischen den
Fihrungsrollen in der einen Koordinatenrichtung (der z-Achse) sich
bewegen 1a8t. Lings dieser Stange ist ein Silberdraht d gespannt,
der vermittelst einer unterhalb der Scheibe an ihrer Achse ange-
brachten Welle t, um die er sich schlingt, die Scheibe bei Ver-
Galle: Mathematische Instrumente. 6
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schiebung der Stange in ihrer Richtung in Umdrehung setzt. Nun
ist ferner am schmalen Ende der Grundplatte ein senkrechter
Stinder quer zur Schienenrichtung angebracht, der in Scharnieren
einen aufklappbaren Rahmen B trigt. Der Rahmen halt die Achse
der MeBrolle m in der Richtung des den Schienen parallelen Scheiben-
durchmessers. Bei der Bewegung des Wagens mit der Scheibe ver-
schiebt sich daher der Berithrungspunkt der Rolle in diesem Durch-
messer.

Ist r die Summe der Halbmesser der Welle und des Drahtes,
so bringt eine Verschiebung des Fahrstiftes um dz durch den
Silberdraht eine Drehung dg der Scheibe hervor, und es ist
rdep = dz, Ist ferner y der Abstand des Auflagepunktes der an
derselben Stelle bleibenden Rolle von dem Mittelpunkt der unter
ihr sich verschiebenden Scheibe, so wird die Abwicklung der
Rolle der Bewegung des Berithrungspunktes auf der Scheibe gleich
sein ydp = gdw = d6. Wenn man sich also durch den Rollen-
mittelpunkt die z-Achse gelegt denkt, so ist y die Ordinate des
Fahrstifts und ydx = grdw =rdo. Sind w, und wy die Ablesungen

an der Rolle vor- und nachher, so ist F'= ﬁdw = ro(wy — o),

d. h. der Flicheninhalt F' ist der Differenz der Rollenablesungen
bis auf einen von den Dimensionen der Rolle und der Welle ab-
hiingigen Faktor gleich.

Dieses Planimeter hat sich verh#ltnismiBig wenig Freunde
erworben, obwohl es gerade bei kleinen Flichen mit einer 7 bis
8mal gréBeren Genauigkeit als das spiter zu besprechende Amsler-
sche Polarplanimeter arbeitet. Abgesehen von den hoheren An-
schaffungskosten ist dies darin begriindet, daB die Leichtigkeit
der Bewegung von ihrér Richtung abhiingig ist. Auch ist-es gegen
#uBere Einflisse empfindlich. Dies gilt namentlich fiir den Draht,
der leicht zu Stérungen Veranlassung gibt.

Wir lassen auf dieses in der Geschichte der Planimetrie bekann-
teste ein neueres Koordinatenplanimeter folgen, das aus der Werk-
statt von Ch. Hamann in Berlin-Friedenau hervorgegangen ist.

Der ganze Apparat ist auf einer an den beiden L#ngskanten
abgeschriigten Metallplatte montiert. Auf dieser ist an der einen
kurzen Querseite der Pol P (Fig. 44) festgemacht, um den sich
der Arm PA =r, drehen 1i8t. Mit P4 hiingt in A durch ein Gelenk
der ihm an Liinge gleiche Arm A B = r; zusammen. Esist nun da-
fir gesorgt, daB B sich der Lingskante parallel bewegt. Dies
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wird dadurch erreicht, daB B in einem Schlitten befestigt ist, der
mit horizontal liegenden Rollen auf beiden Langskanten liuft. In
B befindet sich eine MeBrolle, deren Achse in die Richtung von r;
fullt, deren Ebene also genau senkrecht zu r; steht. Durch Stell-
schrauben 1iBt sich die Gleichheit #, == 7, = herstellen. Durch eine
besondere Einrichtung der Rollenlager, die in einem Kreisringe
liegen, wird eine Abweichung der Richtung der Rollenachse von
der Richtung r, korrigiert. Unter der Rolle hinweg ist ein flacher
Fahrarm horizontal und senkrecht zu den Léngskanten der Grund-
platte verschiebbar angebracht. Auf seiner Oberseite ist eine Lage
Papier eingelassen, auf der die Rolle mit einem geringen Drucke
aufliegt, indem sie in einer Gtabel innerhalb

des erwihnten Ringes liegt. Auf dem Papier

findet sie gentigend Reibung und wird nicht . e
abgenutzt. Es ist dafiir gesorgt, daB der Fahr- \ |4’

arm, der am Ende den Fahrstift trigt, senk-

recht zu den Lingskanten bei der Verschiebung £ B 14

des Schlittens bleibt, indem an diesem ange-
brachte federnde Rollen ihn an beiden Selten
fithren. F'
Nehmen wir P als Anfangspunkt recht- F g
winkliger Koordinaten, die Richtung PB B’ als
y-Achse, die dazu senkrechte Verschiebung des
Fahrarms parallel der z-Achse an, so wird bei einer Bewegung
des Fahrstifts Ff = dz die Rolle einen Bogen d¢ = cose - dz
abwickeln. Bei einer Bewegung des Fahrstifts parallel der y-Achse
(Ff oder f'F’) bleibt der Bertihrungspunkt der Rolle mit dem
Fahrarmlineal derselbe, es #ndert sich nur der Winkel «, den
die Ebene der Rolle mit der z-Achse einschlieBt; dieser Winkel
ist aber gleich dem Winkel an der Grundlinie des gleichschenk-
ligen Dreiecks. Da y = 27 cos « fiir jede Lage von B gilt, so er-
hilt man

Fig. 4.

27 cos adz = 2rds
oder
ydr = 2rda

F=ﬁdx = 2r(o; — 0,).

Whihlt man die Teilung der Rolle so, daB ein Intervall doppelt
80 groB ist, wie in der Teilung auf dem Schenkel r, so erhilt man
6‘

mithin
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den doppelten Wert der Rollenabwicklung ¢’ = 20 durch direkte
Ablesung, also Fer (o",—- 6,1) —rd

Die Liéinge r kann zwar am Schenkel r, abgelesen werden,
indessen wird sie genauer durch Umfahren einer Figur von be-
kanntem Flicheninhalt erhalten. Zu diesem Zwecke wihlt man
etwa ein Quadrat auf Millimeterpapier oder benutzt ein sog.
Kontrollineal. Das eine Ende eines solchen Lineals ist mit
einer Nadelspitze versehen, die als Mittelpunkt des zu umfahren-
den Kreises genommen wird. Der Fahrstift wird in eine der Ver-
tiefungen eingesetzt, die das Lineal trigt, bei demen der Fléchen-
inhalt des von ihnen beschriebenen Kreises angegeben ist. Ist r,
der am Schenkel des Planimeters abgelesene Wert, so wiirde
F’'=r,0’ der geniherte Flicheninhalt sein. Wenn nun der mit
dem Kontrollineal gefundene wahre Inhalt F' ist, so ist der Fehler
F — F' = (r — r,)d, woraus die wahre Schenkelliinge

yF—Ftnd
(4
folgt oder auch die Korrektion

F—F
r—fy=—(p—

Die beiden Schenkel AP und 4B kann man zur Deckung bringen,
indem man den Punkt B unter den etwas hoher angebrachten
Pol P schiebt. Auf diese Weise lassen sich durch Schréubchen
die beiden Schenkel gleich lang machen.

Wir besprechen sogleich bei diesem Instrument die in #hn-
licher Weise bei anderen vorkommenden Fehlerquellen. Es sind
folgende Bedingungen vorhanden.

1. Die Rollenachse soll horizontal liegen. Bildet sie mit der
Horizontalebene einen kleinen Winkel 8, so wird (immer voraus-
gesetzt, daB sie in der Richtung r, liegt) die Wirkung nur die
sein, daB der Beriihrungspunkt b ein wenig seitlich nach b’ ver-
schoben wird. Dies hat bei der Bewegung des Fahrarmlineals in
der Richtung der z-Achse unter der Rolle hinweg keinen Einfluf
auf ihre Abwicklung, die beide Male gleich ist. Bei einer Ver-
schiebung des Schlittens (Bewegung in der y-Achse) wird aber
die Rolle nicht, wie es sein sollte, unbeweglich bleiben, da ja nur
der senkrecht unter dem Schenkelende B liegende Punkt eine ge-
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rade Linie beschreibt. Der Beriihrungspunkt wird also mit dem Ra-
dius bd" einen Kreisbogen beschreiben wodurch eine fehlerhafte Ab-
wicklung entsteht. Bei vollstdndiger Umfahrung der Figur ireten
indes diese Abwicklungen beim Hin- und Riickweg des Schlittens mit
entgegengesetzten Vorzeichen auf und heben sich im Ergebnis auf.

2. Die Rolle soll sich um ihren Mittelpunkt drehen. Ist aber
die Rollenachse exzentrisch zur Rolle, der Drehpunkt ¢’ um CC’ =e¢
vom Mittelpunkt C entfernt (Fig. 45),
8o wird durch Drehung um den Winkel ¢
statt des Bogens O0.A der Bogen 0 A" ab-
gewickelt. Das kleine Bogenstiick 4. A’
kdnnen wir mit dem Abstande C’D ver-
tauschen und gleich e sin ¢ setzen. Wird
die Rolle um 180° gedreht, so be-
triigt der Fehler der Rollenabwicklung
esin (180°+ @) = — ¢sin . Man muB
daher eine zweite Flichenmessung ma-
chen, bei der die Rollenablesungen um o
den halben Umfang verschoben sind, um T
im Mittel der Umfahrungen das vom Exzentrizitétsfebler befreite
Ergebnis zu erhalten.

3. Die Rollenachse soll die geradlinige Fortsetzung des Schen-
kels A B (Fig.44) bilden oder ihm wenigstens
parallel sein. Ist aber ein kleiner Winkel
zwischen beiden oder wie man sagt, Rollen-
schiefe vorhanden, so ist do=cos(«+y)dz.
Da aber y = 2 cos« bleibt, so wird 2rd¢ =
ydz — 2rysinadz, wenn cosyp =1 und ¢
fiir sin 1 gesetzt wird. Man kann diesen Feh-

ler beseitigen, indem man das gleichschenk-
lige Dreieck auf die andere Seite der y-Achse
verlegt und dann die Fliche nochmals um-
fihrt, denn dann wechselt ¢ sein Zeichen und
das Mittel aus beiden Umfahrungen ist frei
von Rollenschiefe. Das Durchschlagen ge-
schieht bei dem Instrumente am einfachsten,
wenn man beide Schenkel zur Deckung bringt

Fig. 46.
und gleichzeitig nach unten dreht.!) Will man aber nur in einer

1) Un dies leichter zu iiberblicken, sind in Figur 46 die vier
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Lage arbeiten, so0 muB man die Rollenschiefe durch die Korrek-
tionsschrauben beseitigen.

4. Die beiden Hauptbewegungsrichtungen des Instrumentes
sollen senkrecht gegen einander sein. Weicht aber die Richtung
des Fahrarms von der Senkrechten auf den Lungskanten der
Grundplatte um einen kleinen Winkel 2 ab, dann wird der Fahr-
stift die Strecke sec zdz statt dx zuriicklegen. Da die Rolle zu-
gleich den Winkel ¢ — 2z statt « mit dem Fahrarm bildet, so er-
hilt man

do = cos (¢ — z)secz'd:c = cosadz + sinatgs da
mithin
2rdc = 2rcosadz + 2rsinatgezdr = ydx + 2rsin a tg zda.

Wird die Figur mit durchgeschiagenen Schenkeln durchfahren, so
tritt — 2 an Stelle von - 2, daher ist das Mittel aus beiden Um-
fahrungen von diesem Fehler befreit.

5. Die Achsen der Scharniere sollen semkrecht zur Zeichen-
ebene stehen. Dies gilt sowohl fiir das Polgelenk P, wie fiir das
Gelenk im Punkte A. Ist letzteres nicht der Fall, so beschreibt
der Endpunkt des Armes AB um den Endpunkt des Armes PA
einen Kreisbogen, das Scharnier selbst eine Kegelfliche. Dieser
Fehler (Scharnierschiefe), der vielfach tiberschiitzt worden ist,
188t sich nicht eliminieren.

Die Genauigkeit des Instrumentes, das besonders deshalb nicht
fir groBe Figuren geelgnet ist, weil bei lang herausgezogenem
Fahrarm die Sicherheit seiner Fiihrung senkrecht zur y-Achse
verloren geht, betriigt etwa Y50, bis Y, des Flicheninhaltes, die
bei kleinen Figuren bis auf etws Yoo berabsinkt. Es hat den-
selben Nachteil, wie das Wetlische Planimeter, daB in den beiden
Hauptrichtungen die Bewegung spielend vor sich geht, dagegen
in anderen Richtungen je nach ihrer Lage ein griBerer oder ge-
ringerer Widerstand iiberwunden werden muB.

Lagen des Schenkels 4B unterschieden, wobei die Rollenschiefe
stark iibertrieben eingezeichnet ist. Lage 1 deutet die Stellung bei
der ersten Messung an, bei 2 ist der Schenkel AB mit AP zu-
sammengeklappt, bei 8 ist die Drehung beider Schenkel vollzogen, bei
4 ist AB wieder von AP entfernt und hat die der Lage 1 ent-

gprechende Stellung zur zweiten Messung. Der Winkel der Rollen-
e ne mit der x-Achse ist bei Lage 1:a — 4, bei Lage 4: e - .
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Wir deuten noch ein anderes Prinzip an, auf dem das 1852 von
E. Sang beschriebene Planimeter beruht (Fig. 47). Ein Doppelkegel
rollt mit seinen beiden gleichen Grundkreisen in einer der x-Achse
parallelen Richtung. Die Registrierrolle R ist derartig angebracht,
daB sie einen Kreis des Kegels bertihrt, der den Abstand y von
der in der z-Achse sich bewegenden Kegel-
spitze hat. Den Fahrstift denken wir uns
so mit der Rolle verbunden, daB er den-
selben Abstand y, wie die Rolle, von der SRV A <F
z-Achse hat. Ist a der Radius der Grund-

.

kreise, so wird bei einer Bewegung des Fahr-
stiftes und des Kegels um dz der Kegel
eine Drehung d¢o um seine Achse erfahren,
die durch dz = adgp bestimmt ist. Ein
Punkt des Beriihrungskreises mit dem Ra-
dius r wird, wenn h die H8he der Kegel

ist, den Bogen rdg = %ydz beschreiben, der durch die Rolle ge-
messen wird (vgl. 8. 80). Es ist also
hdo = ydx

h(oy — ay) =ﬁdm =F.

89. Linearplanimeter. In der allgemeinen Flichenformel
(8. 78,75) F = A — B kann das zweite Integral

B =4 [(ndk — dn)
auch dadurch zum Verschwinden gebracht werden, daB wir

n

— =

§

(konstant) setzen; dies bedeutet, daB der eine Endpunkt (£, 1) des
die Flache #iberstreichenden Stabes auf einer durch den Koordi-
natenanfang gehenden Geraden zu laufen gezwungen wird. Diese
Gerade kann aber auch ganz beliebig liegen; denn setzen wir

-

Fig. 47.

und

n—2>b
E—a

(nd& — Edn) — (bdE — adn) = 0.

=c’

so folgt
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Bei der Integration fallen die beiden Integrale

b‘fdé. und a [dy

fort, wenn wir die Fliche vollstindig umfahren, also die Grenzen
fir den Anfangs- und Endpunkt dieselben sind. Wir bezeichnen
solche Planimeter, bei denen der eine Stabendpunkt in einer Ge-
raden sich hin und bher bewegt, als Linearplanimeter.

Hierher gehdrt das von dem Erfinder des Hyperbelplanimeters
(8. 79) Stadler ersonnene und von ihm Rollplanimeter be-

Y

L

daf'

nannte Instrument. Auf zwei Schienen
S8 gleitet ein Wagen W, der den um den
Zapfen Z drehbaren Fahrarm FR triigt
(Fig. 48). An dem einen Ende F ist der
Fahrstift, am andern R die Rolle be-
festigt, deren Achse mit der Richtung des
Fahrarms zusammenf#llt. Sei die z-Achse
parallel, die y-Achse senkrecht zu den
Schienen, so mdgen

~x %YydieKoordinaten

r
Fig. 48.

S des Fahrstiftes F,
2', 0 die des Dreh-

punktes Z und X, Y die des Rollenmittel-

punktes bzw. des senkrecht unter ihm lie-

genden Auflagepunktes bezeichnen. Fer-

ner sei

FZ=a, RZ=1Y

und ¢ der Winkel den ZF mit der z-Achse bildet. Es ist dann
2=4a+acose, y=asina.
Beschreibt der Fahrstift den kleinen Weg

ds = Vaz® + dy?,

8o sind seine Komponenten

dz = dz’ — a sin ada, dy = a cos ade.

Die Rolle macht gleichzeitig einen Weg dS, der sich aus einer
Kreisbewegung um Z mit dem Radius b und einer Parallelbewegung
zur z-Achse zusammensetzt. Die Rollenabwicklung gibt nur den
zur Rollenachse senkrechten Teil dieser Bewegungen
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de =bda + cos (270° + «)d2’ = bde + sin adz’
oder

ds = bde + sin ad + a sin’ ede = = ydz + (b + a sin’a)da
und

1 . .
6 — 0y = — Jydx + (b-l-%)(a, — ) — %(sm2a,—sm 2ay).

Wenn man die Figur?) vollstindig umféhrt, also zur Anfangslage
oy = ¢, zuriickkehrt, so erhiilt man einfach:

a(oy — o,) —‘/;dz = F.

Da dieses Resultat die Rollenarmlinge b tiberhaupt nicht
mehr enth#lt, so kann man b auch zu Null machen, und man
gelangt zu dem Linearplanimeter von A. Miller Ritter von
Hauenfels (1860 von Breithaupt & Sohn in Kassel angefer-
tigt). Ein Lineal von 52 cm Lange bildet die Fithrungsbahn fiir
einen Wagen mit zwei Rollenpaaren, von denen das eine in einer
Nut von halbkreisfdrmigem Querschnitt, die beiden andern Rid-
chen mit etwas breiterem Kranze auf der Ebene des Lineals rol-
len?) Die Fahrstange, welche sich an einer Stelle zu einem Ring
erweitert, wird mit diesem in eine kreisfsrmige Offnung des Wa-
gens horizontal eingelegt. Um eine zum Lineal senkrechte Achse
im Mittelpunkt des Ringes bzw. der kreisformigen Offnung liBt
sich die Fahrstange drehen. In derselben vertikalen Achse liegt der
Bertthrungspunkt der MeBrolle, welche bei Bewegung des Fahr-
arms und des Wagens sich auf der mit Papier #iberzogenen Gleit-
bahn des Lineals abwiilzt, und deren Teilung ein Nonius gegen-
dbersteht. Die horizontale Drehachse der Rolle lauft in Spitzen-
schrauben und trigt eine Schraube ohne Ende, welche mit einem im
Fahrarm eingelassenen Zghlwerk in Verbindung steht. Die Linge
des Fahrarms kann veréindert werden; zur Ausgleichung seines
Gewichtes ist an seiner Riickwirtsverlingerung ein Gegengewicht
angebracht. Neben dem Fahrstifte sind zwei Stiitzen angebracht,
die mit dem Auflagepunkt der Rolle zusammen die wagerechte
Lage des Fahrarms gewihrleisten. Die Theorie ist dieselbe wie
beim vorigen Instrument, wenn man b = O setzt. Auch kann man

1) Das Planimeter mu8 so aufgestellt werden, daB die auszu-
messende Fliche ganz umfahren werden kann.
2) Um Spannungen zu vermeiden.
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passend a = a, + mi setzen, wenn die Fahrarmlinge um m Teile
von der Linge ¢ auf der Skala des Fahrarms veréndert wird. Bei
diesem Instrument kann auch der Fall vorkommen, da das Lineal
innerhalb der zu bestimmenden Fliche liegt und infolgedessen der
Fahrarm eine volle Umdrehung macht, am in seine urspriingliche
Lage zuriickzukehren. Dann erhdlt man

a+3n

F=qa(o; —0,) — a"[;in’ ade
o

RCRE R e

1
oder

F = (ap+ mi)(s; — 0,) — a’m,

d. h. es tritt noch die Fliche eines Kreises mit der Fahrarmlinge
als Radius hinzu. :

Die Konstruktion eines Linearplanimeters von Amsler (1882)
ist im Prinzip 8hnlich (Fig.49). Auch hier l4uft ein kleiner Wagen in
den Nuten eines Lineals. Dieser triigt eine horizontale runde Scheibe,
die bei der Bewegung des Wagens vermittels einer Ubertragung
um ihre vertikale Achse gedreht wird, so daB die Drehung der
Verschiebung des Wagens proportional ist. Auf dieser mit Papier
tiberzogenen Scheibe liegt die mit dem Fahrarm in fester Verbin-
dung stehende Integrierrolle auf, deren horizontale Achse je nach
der Stellung des um einen Punkt des Wagens drehbaren Fahr-
arms verschiedene Winkel mit dem durch ihren Berfihrungspunkt
gehenden Scheibenradius einschlieBt.

Bei diesem und dem vorhergehenden Planimeter ist die Ab-
wicklung der Integrierrolle unabhéngig von der Beschaffenheit und
den Unebenheiten der Zeichenfliche. Das Amsletsche Instrument
ist nur zur Umfabrung langgestreckter, in der Richtung des Lineals
sich ausdehnender Figuren geeignet, da die Drehbewegung des
Fahrarms eine beschréinkte ist, wenn die Rolle auf der Scheibe
bleiben soll.

Da die Drehung der Scheibe der Fortbewegung des Wagens
proportional ist, kann man das Element des Drehungswinkels
dp = pdx, setzen, wenn x, die Abszisse des Drehpunktes O ist.
Wenn § der Winkel der Rollebene mit dem Scheibenradius r.ist,
so ist die Rollenabwicklung d¢ = sin § rdp = prsin fdxz,. Denn
nur die Bewegung des Wagens, nicht aber die Drehung des Fahr-

.
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arms, bei der die Rolle in der Richtung ihrer Achse verschoben
wird, bat eine Abwicklung zur Folge. Wird die unveréinderliche
Entfernung des Scheibenmittelpunktes vom Drehpunkt des Fahr-
arms OS = s gesetzt, so ist y

rsin § = ssine,
also
do = ps sinadz,.

Nun ist wie frither
dF = a sin adzy — a? sin? ade, 4
mithin %
=235 — a? sin?
aF I”do a?sin® ada
und sl \p
F=1%(6, —.61)— a’fsin’ada, S}

wo das zweite Glied bei der Riick- R
kehr zur Anfangslage Null wird
(bzw. = ma? wenn der Fahrarm eine
volle Umdrehung gemacht hat).

Man kann die besprochenen Linearplanimeter als Vorldufer
desRollplanimeters von Hohmann-Coradi ansehen, das eben-
falls besonders fiir langgestreckte Figuren (und zwar von beliebiger
Lange) sich eignet (Fig. 50). Bei ihm bewegt sich ein Gestell auf
zwei an den Enden einer Lingsachse sitzenden breiten Walzen in der
zu ibr senkrechten Richtung. Auch hier trigt das Gestell eine hori-
zontalé Scheibe, die sich bei der Fortbewegung des Instrumentes
proportional dem zurtickgelegten Wege um ihre senkrecht stehende
Achse dreht. Der Fahrarm 148t sich um eine ebenfalls an dem
Gestell angebrachte senkrechte Achse drehen und ist im rechten
Winkel mit dem Rollenarm verbunden, der die auf der Scheibe
aufliegende Integrierrolle trigt, deren Achse der Richtung des
Fahrarms parallel ist.

Es seien W, und W, die beiden walzenférmigen Rollen, die
auf besondere Art rauh gemacht, die Parallelbewegung des In-
strumentes in der Richtung der z-Achse gew#hrleisten; die eine von
ihnen, W, ist an einer Seite mit einem konischen, gezahnten Rid-
chen versehen, das in ein auf der Achse der Scheibe S sitzendes
horizontales Ridchen eingreift. Ist B, der Radius der Walze W)

Jo.

Fig. 49.
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(und W',), R,dy = dz, ihre Abwicklung (gleich dem Fortrticken
des Drehpunktes O des Fahrarms in der Richtung der z-Achse),
so dreht sich das mit ihr verbundene konische Zahnrad, das an
der Berfihrungsstelle mit dem Scheibenrad den Radius R, haben

mdge, um R;dvy —%T’dxo. Ist der

Radius dieses an der Scheibenachse
sitzenden Zahnriidchens Ry, so ist
seine Abwicklung Rydep = Rydvyp,
also der Win-
_— W kel, um den
slch die Schei-
Fig. 80. be dreht,

dp = ’RR;;?; Zy = pda,.

Wenn nun der Bertihrungspunkt der
Rolle die Entfernung r vom Schei-
benmittelpunkt hat, so ist die Be-
wegung des Bertihrungspunktes
X rdg, und wenn § der Winkel von r
m1t SO0 (y-Achse) und & der Winkel des Rollenarms mit der Rich-
tung 08 ist, so betriigt die Abwicklung der Integrierrolle mit dem
Radius ¢ und dem Drehungswinkel w:

edw = rdo sin (¢ + ) = rp sin (¢ + ) dz,.
Da nun (OF = a gesetzt)
z=zx,+acose, y=asne

die Koordinaten des Fahrstiftes sind, so ist wieder

sin o

7 sin (a ) 40

dF = ydzx = — af sin? ede
und mit Riicksicht auf
rsin(a + f) = ssine,

wenn s die konstante Entfernung des Drehpunktes O vom Scheiben-
mittelpunkte S ist:

F= a::jm — a’fsin’ ede.

Setzen wir noch
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aR, R,
~E, 0

so wird fir eine geschlossene Umfahrung:
F = C(03 — oy).

edo =dog,

Um eine Vorstellung von den Dimensionen zu erhalten, so
gab nach Reitz ein Planimeter mit einem Fahrarm von 50 mm
Linge fiir die Noniuseinheit den Flichenwert 0,2 qmm und man
konnte einen Streifen von 4 cm Breite ausmessen. Wurde der
Fahrarm auf 125 mm verlingert,
so betrug die Fliche, welche durch
eine Einheit am Nonius gemessen
wird, 0,5 qmm und die Bypite des
Streifens stieg auf 15 cm.

Fir die Theorie wurde ange-
nommen, daB die Konstruktionsbe-
dingungen erfiillt sind. Es kommt
darauf an, die durch Abweichungen
von diesen Bedingungen entstehen-
den Fehler zu untersuchen. Z

1. Wenn zwar die Achse der Integrierrolle dem Fahrarm par-
allel ist, aber die Rolle sich auf ihrer Achse verschoben hat, so
geht die Ebene ihres Laufkreises nicht durch den Drehpunkt O
des Fahrarms hindurch, sondern an ihm vorbei und schneidet FO
in @ (Fig. 51). Dann tritt an Stelle des Dreiecks SOR das Drei-
eck SO'R mit den Winkeln « und §’, wobei aber der Punkt O’ je
nach der Stellung des Fahrarms FO und mit dem Winkel « sich
verrtickt und zwar so, daB 0Q = 00’sin ¢ = ¢ konstant bleibt.
Es war nun

edw = pr sin (¢ + B)dz,

oder wegen
rsin (e + B) = s sine,

wenn

SR,

aR, R,
gesetzt wird,

edo = s'ydz,.

Da jetat

rsin(e+ f)=(s+ 00)sine =ssine 4 ¢
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wird, so ist jetzt .
edw = s'ydz, + c'dz,.

Wenn dieser Ausdruck integriert wird, so fillt bei vollstindiger

Umfahrung ¢ ﬁ"’o fort, und der in Rede stehende Fehler ist ein-

fluBlos.

2. Ist die horizontale Projektion von SO (der Verbindungsge-
raden des Scheibenmittelpunktes und des Drehpunktes des Fahrarms)
mit der Walzenachse W; W, nicht genau parallel, sondern schlieBen
beide den kleinen Winkel ¢ miteinander ein, so entsteht ein Fehler.

Wir nehmen als z-Achse die Senkrechte auf
der Anfangslage von OS im Punkte O und be-
zeichnen den Winkel des Fahrarms mit dieser
Achse mit o', withrend wir die zur Walzenachse
senkrechte Fortbewegungsrichtung des Instrumen-
tes mit £ bezeichnen. Durch Fortbewegung sei
nun der Punkt O lings der £-Achse in die Lage
0’ (7y'y,) gekommen, S’ sei dann der Scheiben-
mittelpunkt, B’ der Bertthrungspunkt der Rolle
mit der Scheibe. Im Dreiecke R'S'0’ ist dann
der Winkel bei 0" gleich o” und es besteht wie
frither die Gleichung

do = gdw = pr sin (o’ + B)dE,
oder wegen 7 sin («'+ B) = s sin o’

de = ps sina'd,.
Nun ist

& .
coss=§’, sing =%

&

Fig. 53. und

z—xy=acose oder z=acosa + & cose

Y—Yp=asing’ oder y=asina’ + § sine
Es wird als ,
wird also 4z = — asina’'da + cos ed§,

da st
d§o=m=secs(dx+asmada)
de = ps - sec ¢ (sin &’dz + a sin® &’ de)

= sec & - -’g [(y — y,)dx + a® sin* ¢'da].
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Bei der Integration iiber eine geschlossene Kurve fullt wie
frioher das letzte Glied fort, und es bleibt

Gy — Gy = 8ec e -%’[ﬂdz—ﬁodx]-

AuBer dem Faktor sec ¢ ist also noch ein Flichenintegral hin-
zugekommen. Diese fehlerzeigende Figur kann man sich von dem
PunkteZ beschrieben denken, welcher auf der Ordinate des Punktes F’
durch die von O gefillte Senkrechte getroffen wird, indem ZX
= Yo, O X = z die Koordinaten von Z sind.

3. Ein weiterer Fehler entsteht, wenn die Achse der Integrier-
rolle dem Fahrarm nicht parallel ist oder O'R’ nicht zu O'F
senkrecht ist. '

Es sei R'O'F = 90° + ¢, wo ¢ klein sein soll, so legen wir
in der Anfangsstellung des Instrumentes die z-Achse so, daB sie
mit SO den Winkel 90° 3} ¢ einschlieBt und mit der Fortbewegungs-
richtung des Instrumentes (£-Achse)den Winkel ¢ bildet. Fiir eine be-
liebige Stellung des Instrumentes ist dann der Winkel R'0'S'=«’
dem Winkel des Fahrarms mit der z-Achse gleich. Wir erhalten’
also eine ganz #hnliche Figur wie im vorigen Falle (nur daB
R’O'F kein rechter Winkel ist).

Wenn F auf der andern Seite der z-Achse liegt, so liegen F'
und Z auf verschiedenen Seiten derselben, d. h. das Vorzeichen
der hinzutretenden Fliche #ndert sich. Man kann also durch Um- -
fahrung einer Fliche von bekanntem Inhalt (einmal auf der einen,
das andre Mal auf der andern Seite der z-Achse) die GroBe der
fehlerzeigenden Figur als halbe Differenz der Ergebnisse ermitteln.
Als Gebrauchsvorschrift fiir das Instrument ergibt sich zugleich
die Regel, daB fir die auszumessende Figur die Bewegungsrich-
tung des Mittelpunktes des Instrumentes nahezu eine Symmetrie-
linie sein soll.

4. Wenn die Walzen nicht genan gleiche Durchmesser haben
oder die Drehachse nicht durch den Schwerpunkt des Instramentes
geht und die Riffelung der Walzen keinen hinreichenden Wider-
stand gegen den exzentrisch ausgeiiblen Zug des Fahrarms bietet,
80 wird der Drehpunkt keine gerade Linie senkrecht zur Walzen-
achse in ihrer Anfangslage, sondern einen Kreisbogen beschreiben.

Zur Anfangslage W, W, sei die z-Achse durch O senkrecht
gelegt. In der Lage W, W, schlieBe die Senkrechte zur Walzen-
achse den Winkel y mit der z-Achse ein; den Ubergang zu einer
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benachbarten Lage W,” W,” kann man in eine Parallelbewegung
und eine Drehbewegung um O, zerlegt denken. Bei der Parallel-
bewegung, die senkrecht zur Walzenachse erfolgt, wird der Bogen
ds = sec ydx, abgewickelt und von der Integrierrolle

d¢ = pa sin ads = pa sin « sec ydz,.

Da ferner
=2+ acos(a+y)
und
dz = dzy — a sin (¢ + p) d(e + 7),
so wird

d¢ = pa sin a sec ydz + pa® sina secy sin (« + 7)d (« + 7).

Wenn man annehmen darf, daB das Instrument bei vollstindiger
Umfahrung einer Figur in seine anfiéngliche Lage zurtickkehrt, so
verschwindet bei der Integration der zweite Teil dieses Ausdrucks.
Im ersten Teil ist a sina secy derjenige Teil der Ordinate des
Fahrpunktes, der zwischen diesem und der Bahntangente des
Punktes Oy liegt. Ist S der Schnittpunkt der Bahntangente mit
der Ordinate, so ist der geometrische Ort des Punktes S die Um-
grenzung eines Flichenstiickes, das um so kleiner ist, je kleiner
der Winkel y ist. Man kann daher diese Figur wiederum als fehler-
zeigende betrachten, die von der Integrierrolle algebraisch zu der
auszumessenden Fliche addiert wird. Auch hier &ndert sich das
Vorzeichen, wenn F auf verschiedenen Seiten der z-Achse liegt und
der Fehler wird am wenigsten EinfluB haben, wenn die Senk-
rechte zur Walzenachse eine Symmetrielinie der auszumessenden
Flache ist.

Amsler hat darauf hingewiesen, daB bei einer auf einer Ebene
aufliegenden Rolle ein Gleiten nicht ghnzlich beseitigt werden
kann und dadurch die Messung verfilscht wird. Man ersetzt des-
halb die Rolle durch einen Zylinder und die Ebene durch eine
Kugelfldche (8. 52).

Das mit dieser Vorrichtung versehene Planimeter wird als Ku-
gelrollplanimeter bezeichnet (Fig. 53). Es ist ganz dhnlich dem
vorher beschriebenen konstruiert. In die eine Walze R sind am Um-
fange Zihne eingeschnitten, welche in ein dariiber befindliches ver-
tikales Zahnrad eingreifen, dessen Drehungsachse mit der Walzen-
achse A parallel ist und senkrecht #iber ibr liegt. Diese Achse trigt
an ihrem in der Mitte des Instruments befindlichen Ende ein Kugel-
segment K, dessen Mittelpunkt in ibr liegt. An das glockenartige
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Kugelsegment, dessen ebene Endfliche senkrecht zur horizontalen
Walzenachse steht, legt sich durch Federdruck ein horizontaler
um seine Achse drehbarer Zylinder an, dessen Umdrehungen nebst
ihren Bruchteilen an einem besonderen Z#hlwerk abgelesen werden.
Mit dem Zylinderlager (dem Rahmen M, der den Zylinder trigt)
ist der Fahrarm verbunden, der der Zylinderachse parallel liegt.
Der Zylinder soll die Kugelfliche in ihrem groBten Horizontalkreise
bertihren. Befindet sich der Fahrarm in seiner Grundstellung, nim-
lich senkrecht zur Walzenachse und damit auch senkrecht zur
Achse des Kugelsegments, so findet die Beriihrung von Kugel und

Q o
(w
1
t"_ - R = o -

und es findet bei der Grundstellung des Fahr-

arms keine Bewegung des Zylinders statt. Aber es entsteht auch,
wenn die Berithrung bei der Grundstellung des Fahrarms etwas
oberhalb oder unterbalb der Mitte des Kugelsegments stattfindet,
keine Rotation des Zylinders durcb Bewegung des Wagens, sondern
nur eine geringe Bewegung parallel der Zylinderachse. Wenn da-
gegen der Fahrarm um seine vertikale Drehachse bewegt wird, so
wird eine geringe Umdrehung des Zylinders verursacht, falls die
Berithrung nicht auf dem gréBSten Horizontalkreise des Segments
bleibt.!) Die MeBrolle tritt dagegen in Tétigkeit, sobald das In-

1) Diese Drehung wird eine Funktion des Winkels « sein, den
der Fahrarm mit seiner Grundstellung bildet. Bei der Umfahrung

Galle: Mathematische Instrument 7
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strument bewegt wird und der Fahrarm auBerhalb der Normal-
stellung steht.

Bezeichnen wir den Radius der Walzen R!, R® mit W, so ist ihre
Abwicklung Wdy = dx, gleich dem von dem Drehpunkt des Fahr-
arms zuriickgelegten Wegelement. Das in die Walze eingreifende
Zahnrad mit dem Radius r* wird eine Drehung um dg erleiden,
die durch r'dp = Wdy = dz, bestimmt ist. Da der Drehungs-
winkel des Kugelsegmentes ebenfalls dg ist, so konnen wir die auf
S. 51 gegebene Entwicklung anwenden. Wir nehmen an, der Be-
rithrungspunkt P des Zylinders stehe vom Mittelpunkt C des Seg-
mentes oder Endpunkte der Achse um rJ im Bogen groBten Kreises
ab. Der Bogen des durch P gehenden Vertikalkreises, der durch
den obersten Punkt Z der vervollstindigten Kugel geht, ist dann,
da seine Ebene die Zylinderachse senkrecht-durchschneidet, als
Rollenebene (im Sinne obiger Entwicklung) zu betrachten. Der
Winkel, den PZ und PC einschlieBen, sei y. Dann ist die Ab-
wicklung des Zylinders gdw = rsind sinyde. Nun ist der Winkel
der Vertikalebene ZP mit der Vertikalebene ZC der Kugelachse
gleich dem Winkel « des Fahrarms mit seiner Grundstellung. Es
ist also sin @ = sin d sin y, mithin

. ro.
edo = rsin adp = - sin adz,.
Fihren wir wieder
asine=y, acosa=zx—ux,, dr,=dr—asinada

ein, S0 fOlgt gdm — ;% ydz — _:_' a sinsada

und bei der Integration iiber eine geschlossene Kurve
ar’
F=""-(6—0)

Die Priifung des Instrumentes wird am einfachsten in der
Weise ausgeftihrt, daB man einmal dieselbe Fliche in verschiedenen
Lagen zur Abszissenachse und zweitens Figuren mit verschiedener
Umgrenzung, aber mit gleichem Flicheninhalt umfghrt. Wenn

einer geschlossenen Figur wird das Integral [f(«)de nahezu ver-

schwinden, wenn eine Riickkehr zu demselben Ausgangwert von e«
stattfindet, da f(«) dieselben Werte mit anderen Zeichen durchlaufen
wird.
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diese Unabhtingigkeit von Lage und Gestalt innerhalb der Grenzen
der Genauigkeit nicht vorhanden ist, so lassen sich im allgemeinen
die Konstruktionsmiingel nur durch den Mechaniker beseitigen.
Es ist nur eine Berichtigungsvorrichtung vorhanden, welche den
Rahmen der Integrierrolle im horizontalen Sinne zu verstellen ge-
stattet, um den Parallelismus von Zylinderachse und Fahrarm her-
zustellen'), wihrend die Horizontalittit der Zylinderachse, die eine
besonders wichtige Bedingung ist, als mechanisch erreichbar still-
schweigend vorausgesetzt wird.

Die Konstante bestimmt man bei diesen Instrumenten am
sichersten durch Umfahren einer Figur von bekanntem Flichen-
inhalt z. B. mit Benutzung eines Kontrollineals (s. o. S.84). So-
wohl bei der Justierung (durch Einstellung des Fahrarms auf eine

" gewtinschte Linge durch Schraube m, die der Konstanten einen

runden Wert erteilt), wie bei der Anwendung des Instrumentes zur
Flachenmessung ist es empfehlenswert, die Umfahrung in solcher
Stellung zu beginnen, wo die MeBrolle eine geringe oder gar keine
Bewegung erleidet, also bei der Grundstellung des Fahrarms, weil
hierbei eine kleine Unsicherheit in der Anfangs- und Endlage keinen
bemerkenswerten EinfluB anf die Ablesung ausiibt und ebenso wenig
eine anfingliche Tragheit der Rollenbewegung bemerkbar wird.

40. Polarplanimeter. Mit der Ausbildung der Koordinaten-
und Linearplanimeter ist die Entwicklung der Polarplanimeter
parallel vor sich gegangen.

Das Polarplanimeter lehnt sich in seiner Konstruktion an das
Vorbild des menschlichen Armes (bei Horizontalbewegung des-
selben) an, indem wie der Oberarm im Schultergelenk, der Polarm
sich um einen festen Punkt als Pol dreht. Mit ihm ist durch ein
Scharnier, das dem Ellbogengelenk entspricht, der dem Unterarm
vergleichbare Fahrarm verbunden, der die Hiilse fir den Fahrstift
wie die Hand die Feder triigt. Die Bewegungen des Fahrarmes senk-
recht zu seiner Richtung werden wiederum durch die Abwicklung

1) Wenn die Zylinderachse mit dem Fahrarm in der Horizontal-
projektion einen Winkel ¢ bildet, so erhilt man #hnlich wie beim
vorigen Instrument, abgesehen von einem konstanten Faktor cos &, den
richtigen Flicheninhalt als Mittel aus 2 Umfahrungen zu beiden Seiten
der z-Achse, und es folgt wieder als Regel, die auszumessenden Fi-
guren symmetrisch zur xz-Achse zu legen (langgestreckte Rechtecke
und #hnliche Figuren in schriger Lage), um das auftretende Integral

/ cos adx miglichst geringen Einflu gewinnen zu lassen.
. 7.
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einer MeBrolle gemessen. Das eine Ende des Fahrarms wird in
einem Kreisbogen mit dem Polarm als Radius gefiihrt, wihrend
das andere Ende die auszumessende Figur umféhrt.

Die #lteste Idee eines Polarplanimeters stammt aus dem Jahre
1814 von dem Trigonometer Hermann in Miinchen, es wurde
dann unabh#ingig von A. Miller von Hauenfels in Leoben 1855
und wahrscheinlich ein Jahr frither von Jakob Amsler erfunden,
der zwar seine Erfindung erst 1856 verdffentlichte, tatsichlich
aber derjenige ist, der das Polarplanimeter in die Praxis einfiihrte
und damit alle andern Planimeter zuriickdriingte.

Endlich hat auch Clark Maxwell fast gleichzeitig ein Polar-
planimeter konstruiert, das- dadurch bemerkenswert ist, daB eine
Kugel auf einer anderen sich abwilzt, eine Einrichtung, die wohl
bei keinem andern Planimeter verwendet worden ist. Auch ist von
Buniakowsky in Petersburg und Decker in Augsburg ein Polar-
planimeter erfunden worden, das aber ebensowenig wie das vor-
hergehende in Konkurrenz mit Amslers Konstruktion getreten ist.

In der allgemeinen Formel ¥ = A4 — B (8. 73) ist beim Polar-
planimeter A die vom Fahrstift umschriebene Fliche, B ist durch
die vom Gelenk zwischen Fahrarm und Polarm beschriebene Kreis-
kurve begrenzt und F' ist der vom Fahrarm tiberstrichene und
durch die Rollenablesung gegebene Flicheninhalt. Je nachdem der

. Gelenkpunkt, den wir im folgenden mit O bezeichnen wollen, einen
Kreisbogen hin und zuriick oder einen vollen Kreis beschreibt,
wird B Null oder der Fliche
eines Kreises gleichzusetzen sein.
Um aber Fehlerbetrachtungen
anschlieBen zu kénnen und auf
die besonderen Konstruktionen
der Instrumente Riicksicht zu
nehmen, ist es wie bei den
fritheren Planimetern notig, die
Theorie genauer zu entwickeln.
Es sei (Fig 54) P der Pol,
PO =09 der Polarm, O F =g der
Fahrarm, PF= R der Leitstrahl
des Fahrstiftes. Die MeBrolle R
ist gewShnlich in der Rickwiirts-
verlingerung des Fahrarms angebracht, und es sei O R = ¢. Ist sie
zwischen O und F gelegen, so muB ¢ mit negativem Zeichen ein-

Fig. 54.
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gefiihrt werden. Im ersten Falle kann der Fahrstift F' zu beiden
Seiten des Fahrarms nur Bégen von nahezu 180° umfahren.
Lassen wir F einen Kreisbogen FF' um den Pol als Mittel-
punkt beschreiben, so bleibt fiir konstantes R das Dreieck POF
unveréindert und das ganze Instrument wird ohne Veriinderung
der Lage des Fahrarms zum Polarm um den Zentriwinkel ¢ des
Kreishogens herumgeschwenkt. Die Rolle R beschreibt infolge-
dessen ebenfalls einen Kreisbogen um P mit demselben Zentri-
winkel @, dessen Radius r sei. Wenn die Rollenachse, die dem
Fahrarm parallel liegt, mit dem Radius PR den wihrend dieser
Bewegung unverinderlichen Winkel « einschlieBt, so betrigt ihre
Abwicklung, wenn wie frither ¢ der Radius, @ der Drehungs-
winkel der Rolle um ihre Achse ist, 6 = g — r ¢ cos «. Wird
noch der Winkel zwischen Polarm und (verlingertem) Fahrarm
mit POR = f bezeichnet, so ist ¢ = b cos § — r cos @, mithin

6= (bcos p— c)p und da R® = a® + b® + 2ab cos B ist,
(B — o% — B2 9.
0= (R'—a®— b — 2ac),_

Fithrt man noch die Bezeichnung C? = a®+ b*+ 2ac ein, so wird
ac =1 (R'— C¥)p.

C kann man als den besonderen Wert von R auffassen, fiir den
¢="bcosf, also rcose = 0, ¢ = 90° und ¢ = O ist. Dies findet
dann statt, wenn PR zu FyR senkrecht steht (unten in Fig. 54)
oder mit anderen Worten, wenn der Fahrarm so gestellt ist, daB
die Ebene der Rolle durch den Pol geht. Man nennt den Kreis
mit dem Radius C den Grundkreis. Bei der Bewegung des Fahr-
stiftes auf dem Grundkreis (R = C) findet keine Rollenabwick-
lung statt. Fihrt man den Fahrstift dagegen auf dem Kreisbogen
FF’, so folgt aus obiger Gleichung, daB die mit der-Fahrarmliinge
multiplizierte Rollenabwicklung der Differenz der Kreissektoren
mit dem Zentriwinkel ¢ und den Radien R und C gleich ist, d. h.
dem Kreisringstiick FF’'F” F"" zwischen dem beliebig gewahlten
Kreise und dem Grundkreise, das durch die Radienvektoren am
Anfang und Ende der Bewegung begrenzt ist. Dieselbe Rollen-
abwicklung wiirde man aber auch bei Umfahrung des Kreisring-
stiickes FF'F” F'" erhalten, da bei Fiihrung des Stifies auf den
radialen Strecken ¥’ F" und F”' F die Rolle dieselben Umdrehungen
aber in entgegengesetztem Sinne macht, also die Abwicklung sich
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aufhebt und lings F”F" auf dem Grundkreise ‘die Rolle unbe-
wegt bleibt.

Eine beliebige Flache kann man sich von einer Kurve begrenzt
denken, die aus unendlich kleinen Kreisbogenstticken und radialen
Strecken in bezug auf P als Mittelpunkt besteht. Umfahrt der
Punkt F' diese Begrenzungskurve, so bestreicht der Radiusvektor
PF Kreissektoren vom Flicheninhalte  R*dg. Bildet man das

Integral % f Rdgp, so stellt dieses den Inhalt der betrachteten
Fléche dar, indem man bei Beriicksichtigung des Vorzeichens von
d g tibersieht, daB die auBerhalb der begrenzten Fliche gelegenen
Teile zweimal mit verschiedenem Vorzeichen auftreten. Es ist da-
her fiir eine beliebige Fliche

a‘[;lca-}fR’dq)—C’ﬁtp,

3[R =F

F=a(o; —0,) + C(p3 — ).

¢, und @, sind die den Stellungen des Polarms am Anfang und
Ende der Umfahrung entsprechenden Winkel mit einer beliebig
gewihlten Anfangsrichtung. Kehrt der Polarm bei vollstindiger
Umfahrung von F' in seine Anfangslage zuriick, so ist wegen
@y = @, das letzte Glied Null. Liegt der Pol aber innerhalb der
auszumessenden Figur, so wird der Polarm nach Umfahrung der-
selben einen vollen Umlauf um den Pol gemacht haben und

oder wenn wir

setzen,

¥y — @ = 2m
werden. In diesem Falle ist
F=oqa(o —0,) + C%n.

O%n ist aber die Fliche des Grundkreises, die demnach zu der
mit der Fahrarmlénge multiplizierten Ablesungsdifferenz der Rolle
addiert werden muB, wenn der Pol im Innern liegt.

Ein Mangel des gewthnlichen Polarplanimeters ist die Bewe-
gung der Rolle auf der Planunterlage, so da8 infolge kleiner Un-
ebenheiten ein unregelmiBiges Abwilzen erfolgt.') Dieser Mangel

1) Dieser Mangel lieBe sich einfach dadurch beseitigen, da8 man
die MeBrolle auf einem nicht zu breiten Kreisringstiick (von etwa
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ist beim Prézisionsplanimeter behoben, indem die Rolle auf
einer Scheibe liuft. Die &lteste Konstruktion von Hohmann und
Coradi hatte eine senkrecht stehende Scheibe, gegen welche die
MeBrolle gedrtickt wurde. Da hierbei keine geniigende Sicherheit
des Rollens gewihrleistet war, so wurde bei einer zweiten Kon-
struktion die Scheibe schrig gestellt.
In der Verlingerung des Polarms (Fig. 55) ist die scluefhegende
Achse einer Laufrolle I angebracht, die da-
her bei der Drehung des Instrumentes einen L
Kreishogen um den Pol P beschreibt. Auf p
derselben Achse sitzt die kreisformige Schei- a
be S, welche ebenfalls schief und parallel
zur Laufrolle steht. Senkrecht zum Fahr- .
arm a ist in dem Drehpunkte O, der Fahr- Fig 55.
arm und Polarm verbindet, ein kurzer Arm ¢
angebracht, welcher einen die MeBrolle
tragenden Schlitten in der zum Polarm F
PL =1 senkrechten Richtung verschiebt, so daB die Verschiebung
der MeBrolle in dem zum Schlitten parallelen (horizontalen) Durch-
messer der Scheibe stattfindet, wenn der Fahrarm sich um O dreht.
Ist « der Winkel des Fahrarms mit der Verlingerung O L des
Polarms PO, so ist d =c cos « der Abstand der Rolle vom Mittel-
punkt der Scheibe und bei einer Drehung des Fahrarms um de«
verschiebt sich der Beriihrungspunkt der Rolle um dd = — ¢ sinada.
Beschreibt der Fahrstift einen Kreisbogen mit dem Radius r um
P, so0 ist * = a® 4 b? 4 2abd cos . Der Winkel, um den sich so-
wohl » als der Polarm dreht, sei dy, dann wickelt die schief
stehende Laufrolle mit dem Radius L, da ihr Berithrungspunkt
mit der Unterlage den Bogen Idy beschreibt, den Bogen Ldi =

ldy ab. di= %dap ist der Drehungswinkel der Laufrolle und

gleichzeitig auch der Scheibe. Daher ist §dd = ¢ % dv die Bogen-

strecke, um die der Bertihrungspunkt der Integrierrolle auf der
Scheibe weiterriickt und die Abwicklung der Integrierrolle ist

120° WinkelgréBe) laufen lieBe, das etwa nur durch eine bei 60° ge-
legte radiale Schiene mit dem Pole verbunden wire. Das Instrument:
konnte so gebaut sein, daB das Gelenk zwischen Pol- und Fahrarm
moglichst iber dem Stéitzpunkt der Rolle lige, wodurch die iber-
flissigen Bewegungen der Rolle auf ein Minimum beschriinkt wiirden.
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do = pdw = ddi
oder mit Einfiihrung von = c%

de = p cos ady.

Wihrend bei diesem Planimeter die schrigstehende Rolle die
Drehung des Polarmes um den Pol auf die Scheibe iibertrigt,
wird bei einer zweiten Konstruktion von Hohmann-Coradi die
Drehung der Scheibe dadurch hervorgebracht, daB ein unter ihrem
Mittelpunkt sitzendes Triebrad an dem geriffelten Rande einer den
Pol umgebenden kreisrunden Polplatte entlang liuft. Die Aus-
fithrung ist in zwei verschiedenen Arten erfolgt.

Bei dem freischwebenden Prnz1smnsplan1meter ist
im Mittelpunkte der geriffelten Polplatte P eine vertikale Achse
eingesteckt. Der an einem Ende gabelférmige Polarm umfaBt mit
der Gabel die Polachse und wird durch eine von der oberen Spitze
der Polachse nach seinem anderen Ende gehenden Lamelle ge-
tragen. Am Polarm ist die vertikale Achse einer an der Riffelung
der Polplatte entlang laufenden Laufrolle Z angebracht. Uber L
sitzt auf derselben Achse die mit Papier tiberzogene Hartgummi-
scheibe S (vgl. Fig. 56). Am anderen Ende des Polarms ist um eine
Vertikalachse drehbar die Hiilse angebracht, in der sich der Fahr-
arm verschieben 1aBt, der mit einer Teilung (in halbe Millimeter)
versehen, mit Hilfe eines Nonius auf eine gewiinschte Linge ein-
gestellt und mit einer Klemmschraube festgeklemmt werden kann.

Mit der Hiilse steht ein Rahmen in fester Verbindung, der
die auf der Scheibe aufliegende MeBrolle trigt, deren Achse dem
Fahrarm parallel ist. Wenn der Fahrarm und Polarm senkrecht
zu einander stehen, soll die Beriihrung im Scheibenmittelpunkt
stattfinden. Die Bewegung des Fahrarms allein hat, da die Rollen-
ebene senkrecht zu ihm steht, eine nur gleitende Bewegung der
MeSBrolle zur Folge; denn der Arm, welcher die MeBrolle trigt,
dreht sich um den Drehpunkt der Hiilse, und der Beriithrungspunkt
beschreibt einen Kreis um diesen Drehpunkt. Wird dagegen der
Polarm bewegt, so setzt sich die Scheibe in drehende Bewegung
und diese iibertrigt sich auf die MeBrolle, die z. T. gleitende, -
z. T. rollende Bewegungen ausfiihrt, deren GréSe von ihrer Lage
zum Mittelpunkt der Scheibe abhiéngt. )

Sei wieder dy die Drehung des Polarms, P der Halbmesser
der Polscheibe, L derjenige der Laufrolle, di ihr Drehungswinkel,
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so ist Pdy — Ldi. dk ist zugleich der Drehungswinkel der
Scheibe, und wenn die MeBrolle den Abstand d vom Scheiben-
mittelpunkt hat und o der Winkel ist, den der Fahrarm mit der
Verlingerung des Polarms, ferner § der Winkel, den der Radius
mit der Richtung des Polarms einschlieBt, so ist die Abwicklung
der MeBrolle do = ddA cos (0 — f). Ist ¢ die Entfernung des
Scheibenmittelpunktes vom Drehpunkt des Fahrarms, so ist

dcos (e« — B) =ccos e oder wenn wir ¢ % =p setzen,

do = pdy cosa.
Es moge hier gleich bemerkt werden, daB dieses Instrument

fir die Lage des Pols im Innern einer Figur nicht eingerichtet
ist, und daB nur ein Teil des Umfanges der Polplatte geriffelt ist.

Bei der anderen Konstruktion (Fig. 56) ist die Aufhingevorrich-
tung weggelassen und durch eine Tragrolle L ersetzt, die so ange-
bracht ist, daB das Ubergewicht des Instrumentes auf der Seite des
Fahrstifts liegt. Dieses als einfaches Prizisionsplanimeter
bezeichnete Instrument ist nur in kleinen Dimensionen ausgefiihrt
und eignet sich also nur zur Ausmessung von kleineren Flichen.

Bei der dritten Klasse von Planimetern von Hohmann-Coradi,
den Kugelpolarplanimetern, ist die Scheibe durch eine Kugel-
fliche mit horizontaler Drehachse ersetzt. An die Stelle der MeB-
rolle tritt eine zylindrische Integrierwalze, welche gegen die Kugel-
fiiche gedriickt wird.

Beim einfachen Kugelpolarplanimeter 1lauft die am
Ende des Polararms angebrachte Kugelschale auf der Zeichen-
unterlage, beim freischwebenden Kugelpolarplanimeter
ist unterhalb des Polarms, durch ein Gegengewicht ausbalanziert,
eine ihm parallele Achse mit der Kugelkalotte am Ende ange-
bracht. Diese Achse wird durch ein auf dem fein gezahnten Rande
der Polplatte laufendes Rédchen in Umdrehung versetzt. Am an-
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deren Ende des Polarmbiigels befindet sich die um eine vertikale
Achse drehbare Hiilse, die den verschiebbaren Fahrarm aufnimmt;
der Fahrarm trigt den Rahmen fir die durch eine Feder an die
Kugel gedriickte Zylinderwalze, deren Achse dem Fahrarm par-
allel ist (vgl. Fig. 53).

Bei diesem Planimeter ist wiederum eine villige Unabhiingig-
keit der MeBvorrichtung von den Unebenheiten der Unterlage ge-
wihrleistet. Durch die Verwendung der Kugelfiiche ist auBerdem
ein Gleiten der Integrierwalze ausgeschlossen. Wird bei festgehal-
tenem Polarm der Fahrarm gedreht, so erfolgen nur ganz geringe
Drehungen des Zylinders, insofern dieser die Kugel nicht ganz
genau im grdBten Horizontalkreis berfthrt und nicht genau hori-
zontal liegt. Diese sind aber bei geschlossenen Figuren einfluBlos
(siehe 8.97). Die Drehung des Polarms hat dagegen eine Drehung
der Kugelfliche zur Folge, welche nur dann keine Drehung der
Integrierwalze verursacht, wenn diese die Kugel im Endpunkt ihrer
Umdrehungsachse bertihrt, d. h. wenn der Fahrarm zum Polarm
senkrecht steht, das Instrument sich also in seiner Grundstellung
befindet. Je weiter der Bertihrungspunkt von diesem Kugelpol ab-
liegt, um so gréBere Drehungen erleidet die Walze.

Bildet dor Fahrarm mit dem verlingerten Polarm den Win-
kel &, so beriihrt der Zylinder die Kugel in einem Punkte des
Horizontalkreises der Kugel, dessen Radius mit dem Polarm (oder
mit der Umdrehungsachse der Kugel) den Winkel 90°— « ein-
schlieBt, da die Zylinderachse dem Fahrarm parallel ist. Bei der
Drehung der Kugel beschreibt der Beriithrungspunkt auf ihr einen
kleinen, zur Umdrehungsachse senkrechten Kreis, dessen Radius
daher Rcose ist, wenn mit R der Kugelradius bezeichnet wird.

Beschreibt der Fahrstift F' einen kleinen Kreisbogen, so be-
schreibt der Leitstrahl und ebenso der Polarm (dessen Stellung
zum Fahrarm in diesem Falle unveriindert bleibt) einen Winkel d1p.
Die Rolle mit dem Radius L rollt an dem Bogenstiick Pdy der
kreisformigen Polplatte mit dem Radius P entlang und dreht sich
um einen Winkel di, der durch Pdy = LdA bestimmt ist. Um
denselben Winkel di dreht sich aber die auf derselben Achse
sitzende Kugelschale, also legt ein Punkt des Beriihrungskreises
auf der Kugel den Weg Rcosadi zuriick, dem die Abwicklung
des Zylinders d¢ = pdw gleich ist (¢ Zylinderradius, do sein

Drehungswinkel). Man erhlt also, wenn noch R % = p gesetzt
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wird und der Fahrstift einen Kreisbogen um den Pol beschreibt,
do = pcosady.

Wir sehen also, daB bei allen diesen Planimetern fiir die an
einem besonderen Zihlapparat abgelesenen Umdrehungen der Rolle
oder des Zylinders dieselbe Formel gilt, und da8 nur der konstante,
von den Dimensionen abhingige Faktor p je nach der besonderen
Anordnung verschieden ist.

Wenn nun der Fahrstift einen beliebigen kleinen Weg F F,
zuriicklegt, bei dem der Leitstrahl PF = r einen kleinen Winkel d ¢
tiberstreicht, so denken wir uns den Weg in zwei Teile F'F; und F, F,
zerlegt (Fig. 57.). Der erste Teil wird durch die Bewegung des Pol-
arms allein durchlaufen, in-
dem FF, ein Teil eines
Kreisbogens ist, wobei die
gegenseitige Lage von Po-
larm und Fahrarm unver-
éndert bleibt. Das ganze
Instrument, also auch der
Polarm wird um den Win-
kel dy herumgeschwenkt.
Der zweite Teil der Bewe-
gung, F;F,, wird durch
Drehung des Fahrarms fir
sich hervorgebracht und der Leitstrahl PF' iiberstreicht einen Win-
kel dy. Der ganze bei der Bewegung des Fahrstifts von P bis Fy
vom Leitstrahl tberstrichene Winkel ist dann dg = dy + dy.

Den Winkel dvy erhalten wir, wie wir gesehen haben, durch
die Rollenabwicklung d¢. Es kommt nun noch darauf an dy durch
da, den Winkel, um den sich der Fahrarm dreht, auszudriicken.
Wendet man auf das Dreieck PO F, dessen drei Winkel y, 180°— «
und « — y sind (da wir y von der Anfangslage des Polarms aus
zdhlen diirfen), eine bekannte Differentialformel an, so erhilt man

rdy = sin (¢ — y)da — sinydd — acos (« — y)da
oder da a und b konstante Liéngen sind, und — cos(x — )

b*—at—1rt .
= 2ar ist,

b*—at—1?
27

.

dy =
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Hiermit ergibt sich also
do b*—a®—?

d¢=dw+d7=pcosu+ 2rt da
und, mit Riicksicht auf
rr— g p?
cosq = —5 i und r*=a?4 b® 4 2abcose,

p r a4 b* a4 abceosa

at2z 99— 2ab pdy + a* £ b*f 2abcose
Bei der Integration iiber eine geschlossene Figur fallen die

beiden letzten Integrale fort, weil die Grenzen gleich werden. Das

erste, —;— f r®dg, ist aber dem Inhalt F der umfahrenen Fliche
gleich, und diese ist mithin der Abwicklung der Rolle bis auf
einen konstanten Faktor gleich. Dieser Faktor _a;lz ist also der

Wert der Noniuseinheit, d. h. die Fliche, welche 6;— ¢; = 1
entspricht.

Liegt der Pol innerhalb, so wird das zweite Integral nicht
null, sondern es ist

F= ‘3;" (63— o) + (a*+ ).

Der Kreis mit dem Radius }/a® + b dessen Fliche bei ,,Pol
innen“ zur abgelesenen Fliche hinzugefiigt werden mu8, und der
vom Fahrstift bei senkrechter gegenseitiger Stellung von Fahrarm
und Pofarm beschrieben wird, heiBt Ordinatenkreis.?)

do = pcosada.

1) Fehlereinfliisse: Die Integrierrolle soll bei senkrechter Stellung
von Polarm und Fahrarm die Scheibe bzw. Kugelkalotte im Mittel-
punkt bertihren. ’

Ist diese Bedi.n%rung nicht streng erfiillt, so ist bei auBerhalb der
Figur liegendem Pol der Fehler einfluBlos. Wenn néimlich ccosa 4 A
an Stelle von ccos« tritt, d. h. der Rollenberiihrungspunkt, der einen
Kreisbogen um den Drehpunkt des Fahrarms beschreibt, bei der
Grundstellung « = 90° den Bogenabstand A statt 0 hat, so wird

do=p’(ccosa+ A)dyp =p’(ccose + A)(dp — dy)

[T r a®+ b
=553 0 —cgy o+ ads
a®+ abcosa
_+ (ccos e+ A) a®+ b*+4 2abcosc :l
Bei Umfahrung einer geschlossenen Fliche bleibt also bei ,,Pol
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Die Genauigkeit der verschiedenen Planimeter ist durch Be-
stimmung des mittleren Umfahrungsfehlers ermittelt worden.?)
Hierbei wurde der Flicheninhalt F' = nf gesetzt, indem mit » die
Anzahl der Umdrehungen der MeBrolle bezeichnet wurde, also f
der Fléchenwert ist, welcher einer Umdrehung der MeBrolle ent-
spricht. Es ergab sich fiir das

Linearplanimeter dF = 0,00081f + 0,00087 VFf
Polarplanimeter 0,00126f + 0,00022 VFf
Priizisionsplanimeter (einf.) 0,00056 f + 0,00084 VF';’

” 0,00069f + 0,00018 VFf
freischwebendes Planim?ter 0,00060f + 0,00026 VI_‘;"

woraus die Uberlegenheit der beiden zuletzt genannten Planimeter
hervorgeht (man kann auch YFf = x einsetzen).
n

Das Polarplanimeter ist, wie es scheint, das einzige Plani-

auBerhalb* ¢, — 6, = Iy E% F, indem die anderen Integrale fortfallen,

wenn die Grenzex’l gleich werden. Fiir ,,Pol innerhalb* folgt o, — o,
-y (&c‘b F—c¢ i"—;'%i n+24x a—cb) und das letate Glied gibt daher
den Fehlereinfluf an.

Von den ibrigen Bedingungen ist die wichtigste, daB die Rollen-
achse und der Fahrarm parallel sind. Ist dies nicht streng der Fall,
sondern ein kleiner Winkel & vorhanden, so tritt ¢ cos(« 4 ) an Stelle
von ccoso und es ist mit geniigender Ann#herung do ==p’(ccos
— cesine)d(p — y). Dadurch tritt zu dem Flichenintegral noch ein
Integral von der Form 1;—:% sinadg hinzu, das wegen

na—_1_ T (pf — gt —bY
gin & 2ab'}/4ab (r*—a*—b?)

iiber eine Funktion I'(r) des Radiusvektors sich erstreckt. Die An-
zahl der Rollenumdrehungen ist daher nicht der Flidche proportional,
sondern auch vom Leitstrahl, also von der Lage des Pols abhingig.
Um daher das Planimeter in dieser Beziehung zu priifen, ist eine
Umfahrung der gegebenen Figur bei verschiedenen Polstellungen
ndtig. Ferner wird aus zwei Umfahrungen mit symmetrischer Pol-
stellung dieser Fehler eliminiert (s. d. f.).

1) Osterreichische Zeitechrift fiir Berg- und Hdttenwesen, 1888.
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meter, das sich mit geringer Ab#inderung zur Flichenbestimmung
auf einer nicht abwickelbaren Oberfliche, insbesondere auf der
Kugelfiiche verwenden 1iBt. Die hauptschlichste Anderung be-
steht darin, daB sowohl der Polarm als der Fahrarm eine Art
Knick (oder verstellbares Horizontalgelenk j und j° Fig. 58) haben,
so daB der Pol- und Fahrstift einerseits, die Rolle andererseits
die Kugel berithren kdnnen. An Stelle der Bedingung, daB die

Fig. 58.

Rollenachse dem Fahrarm parallel ist, tritt die andere, da8 ihre
Richtung immer durch den Fahrstift geht.

41. Kompensations-Polarplanimeter. Wenn die Achse der
MeBrolle dem Fahrstab nicht genau parallel ist (Fig. 59), so
entsteht ein Fehler, der sich aber durch zwei Umfahrungen der
Figur bei symmetrischer Stellung des Pols zum Fahrstab elimi-

nieren 188t. Dabei kann ent-

0 weder die Verbindungslinie
Pol-Fahrstift mit Beibehal-
r tung ein und derselben Pol-

stellung oder der Fahrarm
p bei zwei verschiedenen Pol-
" stellungen Symmetrieachse
sein. Zu diesem Zwecke ist
das Kompensationspolar-
planimeter konstruiert, wel-
ches ein Durchschlagen des
Fahrarms gestattet, d. h.
der Fahrarm kann unter
dem Polarm hindurchgefiihrt werden (Fig. 60). Es ist damit zu-
gleich der Vorteil verbunden, daB das Instrument auseinander ge-
nommen werden und seine beiden Arme fiir sich aufbewahrt wer-
den konnen. Die Verbindung zwischen beiden Armen wird durch

yo—

Fig. 59.
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ein Kugelgelenk hergestellt, indem eine am Polarm befindliche
polierte Stahlkugel in eine Offnung im Fahrarm hineingelegt wird.
Hierdurch ~  1gleich die

ebene nicht zusammenfallen (s. S.86).
Die einzelnen Konstruktionen unterscheiden sich dadurch, da8 bei
den feineren Kompensationsplanimetern die Li#nge des Fahrarms
verstellbar ist, und daB die Rollenachsenlage korrigiert werden kann.

42. Verschiedene andere Planimeter mit Integrierrolle.
Kombiniertes Planimeter von F. Kloht. Ein Ubelstand beim
einfachen Polarplanimeter ist der Wechsel der Lage der Me8-
rollenachse zur Bewegungsrichtung, ein anderer Nachteil, daB
seine Empfindlichkeit bei kleinen Fléchen zu gering ist und eine
Verkiirzung des Fahrarms die Umfahrungsgrenze zu sehr ein-
schriinkt, was besonders bei langgestreckten Figuren stéren wiirde.
Hierdurch war Veranlassung gegeben, ein Planimeter zu kon-
struieren, welches eine Art Kombination des Polarplanimeters und
des Wetli-Hansenschen Planimeters darstellt, dessen bereits er-
wahnte Nachteile ebenfalls vermieden werden sollen.

Ein durch Gewicht geniigend beschwerter Kreissektor von etwa
90° Zentriwinkel (Fig. 61) hat einen hohen, auBen unter 45° abge-
schriigten Rand, an dem eine mit dem Polarm verbundene Scheibe bei
seiner Bewegung durch Reibung rotiert (vgl. Fig. 56). Diese horizon-
tale Scheibe ist mit einer groBeren zentrisch tiber ihr parallel liegen-
den fest verbunden. Der Polarm PD, der durch ein angeschraubtes
Kniestiick das untere Lager der Scheibenachse trigt, liegt iiber
der oberen Scheibe und trigt ein Ansatzstiick fiir das obere konische
Achsenende. Der Fahrarm ist durch ein Gelenkparallelogramm
A B CD ersetzt, dessen dem Polarm parallele, mit einer Teilung ver-
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sehene Seite B C den an ibr verschiebbaren und festzustellenden Fahr-
stift F triigt. Es sei noch erwiihnt, daB das freie Ende des Polarms
auf einer Stiitzrolle aufliegt und daB die den Fahrstift tragende
Parallelogrammseite an beiden Enden Fithrungsgriffe besitzt. Ein
Winkelstiick B RC, das an dieser Seite befestigt ist, hlt in seinem
Scheitelpunkte den die MeBrolle R tragenden Schlitten, so daB bei
einer Bewegung des Parallelogramms bzw. des Fahrstifts die MeB-
rolle lings des Polarms hin- und hergleitet.

Wird der Fahrstift durch ein Linienelement F'Fy geftihrt, so
konnen wir diese Bewegung in zwei Teilen F'Fy und F,Fy voll-
zogen denken (vgl. Fig. 57). Bei der ersten Bewegung beschreibe
F einen Kreisbogen um den Pol,
dann bleibt das Parallelogramm
unverindert und der Polarm

tiberstreicht denselben Winkel

dv, wie der Leitstrahl r.*) Der
zweite Teil der Bewegung wird
durch die Bewegung des Par-
allelogramms  hervorgebracht,
withrend der Polarm in Ruhe
bleibt; der vom Leitstrahl iiber-
strichene Winkel sei dy, und
Fig. 61. dp = dvy + dy der der ganzen

Bewegung FF, entsprechende

Winkel am Pol P. Wir bezeichnen die Entfernung vom Pol Pbis zam
Schnittpunkt ¥ einer durch ¥ zu den Parallelogrammseiten A B und
DC gelegten Parallelen mit b und setzen die Lénge der Parallelen
FE=AB = DC = a. Es sei der Winkel des Parallelogramms
bei A oder auch FED = «. Nur bei der Filhrung des Fahr-
stifts lings FF, = rdvy findet eine Drehung der Scheibe statt,
indem die kleine Friktionsscheibe mit dem Radius I sich um einen
Winkel di dreht, der durch ihr Rollen an dem Polsektor be-
stimmt ist. Ist P der Radius des Polsektors, so rollt die Scheibe
bei der Drehung des Polarms um d+ lings des Bogens Pdy und
es ist Ldi = Pdwy. Die groBe Scheibe dreht sich um denselben

1) Es seien F'F” zwei benachbarte Punkte und PF = PF’ und
es werde E bei der Bewegung von F nach E’ iibergefihrt. Nun ist
PE = PA+ AE = PA 4 BF konstant, also PE'— PE. Da
such EF = E'F’ = AB = D(C ist, so erhalten wir Winkel
EPF=E'PF". _
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Winkel di = £ d. Wenn die Mefrolle in der Grundstellung des

Instruments, in der das Parallelogramm zu einem Rechteck wird
(e = 90°), den Abstand  vom Mittelpunkte der Scheibe hat, so
hat sie bei einer anderen Stellung des Parallelogramms den Ab-
stand d + acose (da ja ihre Entfernung vom FuBpunkt eines
von F' auf AB gefillten Perpendikels konstant bleibt und dieser
FuBpunkt sich um @ cos ¢ verschoben hat). Daher ist die Abwick-
lung der MeBrolle

(0 + acosa)dr = (6 + acos a)%dw =do.

Wenn wir d¢ = de — dy einsetzen, so wird mit Raicksicht
r*—a'—b?
2abd
P (1 ¢?
do=7 (55 do—
Um dy durch de auszudriicken, gehen wir auf Fig. 57 zuriick,

indem PO und PO, die beiden Lagen des Polarms sind, und der
Winkel y von der Lage PO, ab gerechnet wird. Dann ist

ade= b+ 11— 2brcosy

bcos!—r
brsiny

auf cosq ==

[‘3;; + -Z-] dg + 3dg — (8 + acos)dy) .

also dy= dr und wegen rdr = —absinade

boosy —r
riginy

asinedea.?)

Es ist ferner
asing = rsiny

und
rcosy =>b 4+ acosa
oder s
bcosy—r-b —r -l;abcosu
und
r*=a%+ b*+ 2abcose
also

a4 abcos «

d7=a’+b’+2abcosa

da.

1) Die Herleitung ist absichtlich etwas verschieden von derjenigen
auf S. 107, die ebenso gut angewandt werden konnte.

Galle: Mathematische Instrument 8
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Denken wir uns diesen Ausdruck eingesetzt und integriert, so
verschwinden filr eine geschlossene Figur alle Integrale mit Aus-
nahme des ersten, welches den Flicheninhalt gibt, nimlich

Og— 0= Lbf dy.

Das Panintegrimeter von Kohlmorgen, das auch die
Messung von Kurvenlingen umfaBt, bezweckt in erster Linie die
Ausmessung von Flichenstiicken insbesondere bei Wasserprofilen,
meteorologischen Aufzeichnungen u. dgl. Dieser besondere Zweck
kommt nur insofern in Betracht, als die Abszissen bei der Statio-
nierung der Flquroﬁle und bei den nach der Zeit angestellten
Beobachtungen in einem Sinne fortschreiten. Soll z. B. die von
dem Kurvenstiick FF’ begrenzte Fliche ausgemessen werden
(Fig. 62), so kann man diese in folgender Weise zerlegen.

Wir unterscheiden:
1. die vom Leitstrahl
iiberstrichene Fliche
mit der Anfangslage
AF und der Endlage
AE, die positiv ge-
rechnet wird, insofern
der Leitstrahl sich im
Sinne des Uhrzeigers um A dreht, 2. die vom Leitstrahl von
der Anfangslage AE bis zur Endlage AF’ {iberstrichene Fliche,
die negativ gerechnet wird, weil der Leitstrahl entgegengesetzt
der Ubrzeigerbewegung sich dreht, 3. die von der Ordinate g,
und Abszisse #, des Anfangspunktes F' begrenzte Dreiecksfliche

ABF, die positiv ac,2y, ist, und 4. die von der Ordinate y; und der

Abszisse z, des Endpunktes F"’ begrenzte Dreiecksfliche z,zy, , die

negativ gezihlt wird, weil y; negativ ist. Wir erhalten im ganzen
fur die betrachtete (schraffierte) Fliche

(ACF + ACE — AEF") — (ABF — ADF’)

1
=?f9’d9’ a'ly,_l_a:,y, f’d‘?'l‘ (x,y,—x1y1)=fydx

% A
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Wir erhalten das auch leicht allgemein, wenn wir von dem
Ausdruck des Flichenelements

1 x
dF = - (ydz — zdy) = ydz — d (?y)
ausgehen und
y=gpcosp, «=g¢sing
einfiihren. Es ist
ydz = ¥ cos® pdp + ¢ sin @ cos pdg
zdy = — o*sin’ pdo + ¢sin g cos pdg
also

yiz—d(F) = 5 e'dy

z, Pa
__|xy|nn ;li_ 2
fydz_i 2 !119'1+ 2]9d¢-
P

x

daher

Das Panintegrimeter miBt nun f e’dgp. Es besteht im wesent-

$
lichen (Fig. 63) aus vier Stiben M0 = OF —a, AP—BP— ¢,

die in O, A und B durch Gelenke verbunden sind, wobei A und B
die Mitten von OM und OF sind. 0

In F befindet sich der Fahrstift, in
P der Pol, so daB die gedachte Ver-
bindung PF = ¢ den Leitstrahl vor-
stellt. Es ist nun noch ein Arm
PL =) senkrecht zu AP, in fester
Verbindung damit, angebracht, der
also auch zu O F senkrecht steht, so

daB ¢*=2al und %p’d(p =aldg

ist. Die Verschiebung von L auf
dem Arm OF, der in einem Schlitz
den bei L angebrachten Stift fihrt,
tbertriigt sich durch einen Seilzug,
der fiber BOP geht, auf eine Rolle R, die sich infolge dessen in

der Richtung OP um l’=% verschiebt. Um die Abwilzung der

Rolle von der Unterlage unabhingig zu machen, liegt sie auf
8.

Fig. 63.




116 VII. Flichenmesser.

einer Kegelfliche auf und verschiebt sich auf ihr lings einer
horizontal liegenden Mantellinie. Wenn PF sich um den Winkel
dp um P drebt, so dreht sich auch OR um P um d¢, denn das
Dreieck F PO ist vor und nach der Drehung ein rechtwinkliges.®)
Die Kegelfiiche rollt bei dieser Drehung von OR auf ihrem Grund-
kreise, wihrend die Kegelspitze die Hohe £ iber der Zeichenebene
hat. Ist s die Liinge der Mantellinie, so ist der Weg, den der
Beriihrungspunkt des Grundkreises beschreibt J/s*— 2% -dop. Ist
ferner a der halbe Oﬁ'nungswmkel des Kegels, so dreht er sich
um seine Achse um einen Winkel dy, der durch ssinady
=Vs* — 28dp berechnet wird. Die Rolle berfihrt den Kegel in
der Entfernung A" von der Kegelspitze, mithin ist d¢ =1"sin adyp
ihre Abwicklung. Man erhalt schlieBlich:
‘ , ssine de

—’d =aidp =ank' - - ——
¢ dp = alfe=an Vs—z’l’sina

oder wenn

=k gesetzt wird, wo k eine Konstante ist,

.
-;—fp’d(p = kdo.

Fiir die anderen Zwecke, denen das Instrument noch dient,
sind in M und am Stabe OF ebenfalls Rollen angebracht.

Wir gehen nicht auf das Bryandsche Planimeter fiir Dia-
gramme mit veriinderlichem MaBstab ein, da seine Theorie nichts
wesentlich neues bietet und die praktische Herstellung der dafiir
nétigen Fihrungskurven einige Schwierigkeit macht.

Einige Andeutungen fiber ein Planimeter von Adolf Schmidt
in Potsdam zur Ausmessung registrierter Kurven mdgen noch Platz
finden. Der ausgefiihrte Apparat ist speziell fiir Aufzeichnungen
der magnetischen Elemente am Potsdamer Observatorium einge-
richtet, 188t sich aber leicht fiir andere Zwecke abéndern. Die
Kurven werden auf einem Papierbogen erhalten, der um einen
Zylinder gewickelt ist, der sich durch ein Uhrwerk in einem be-
stimmten Zeitintervall, z. B. in einem Tage einmal um seine Achse
dreht. Die in gleichen Abstinden gezogenen Linien lings der Er-
zeugenden des Zylinders teilen dieses Intervall z. B. in Stunden.

82— 2*

so ergibt sich

1) PF* + PO* = PB* + BF* 4 PB* 4+ BO' = a*.
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Eine Linie senkrecht zu den Erzeugenden etwa am Ende des Zy-
linders (der Grundkreis) stellt die Nulllinie oder Abszissenachse
fir die Kurven dar. Es handelt sich nun im vorliegenden Falle
darum, den mittleren Ordinatenwert y,, fiir ein bestimmtes Ab-
szissenintervall z; — x,, also z. B fiir ein Stundenintervall zu er-

Y23
Jydm ist.

Zu diesem Zwecke ist ein Wagen auf einer dem honzontal
gelegten Zylinder parallelen Laufschiene angeordnet, der den Fahr-
stift triigt, den man auf den Kurvenpunkt einstellt. Er ist durch
eine ebenfalls dem Zylinder parallele Stange mit einer MeBrolle
verbunden, die bei einer Verschiebung des Stifts in der Ordinaten-
richtung (durch Bewegung des Wagens) lings demy Durchmesser
einer horizontalen Kreisscheibe gleitet. Die Achse der Rolle ist
dem Durchmesser, ebenso der Zylinderachse, parallel. Diese hori-
zontale Scheibe und der Zylinder werden durch eine Kurbel in
gleichzeitige Umdrehung versetzt, so daB vollstindige Umdrehun-
gen beider zusammenfallen (oder wie im vorliegenden Falle pro-
portional sind). Die Lage der Rolle, bei der ihr Berithrungspunkt
im Mittelpunkt der Scheibe liegt, entspricht der Stellung y = O
des Fahrstifts. Dreht sich die Scheibe um den Winkel dgp = pdz,
wo p =1 (oder ein konstanter Proportionalitstsfaktor) ist, und hat
der auf den Kurvenpunkt eingestellte Fahrstift die Ordinate y, so
hat auch die Rolle den Abstand y vom Mittelpunkt der Scheibe
und wickelt d6 = pydx ab. Fiir die Drehung des Zylinders um

#; — #, und die entsprechende Drehung p(z, — z,) der Scheibe
erhilt man

mitteln, so daB y,, (23 — ;) J ydz oder y,, e !

X
. 9% — 0
6; — 6, = [ ydz und Yn = g,

£

Aus praktischen Griinden ist die Nullstellung des Fahrstifts in
der Mitte des Zylinders gewihlt, so daB y' =y + a gesetzt wer-
den kann, ferner ist eine Skala lings des Zylinders fest angebracht,
durch die man die Stellung des Fahrstifts kontrolliert.
Namentlich in Amerika werden zahlreiche Instrumente ange-
wendet, die auf einer rotierenden, kreisformigen Papierscheibe
Diagramme aufzeichnen, die demnach auf ein Polarkoordinaten-
system bezogen sind. Die Scheibe dreht sich gleichm#&Big z. B. in
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24 Stunden herum, wihrend der Schreibstift sich entweder radial
oder in einem Bogen vom Mittelpunkt weg oder auf ihn zu be-
wegt. Zur Auswertung dieser Diagramme ist das Durand-Amsler-
sche Radialplanimeter konstruiert worden.!) Es besteht aus
einem zylinderférmigem Gewicht, das zentrisch tiber den Mittel-
punkt der Scheibe gestellt wird. Durch dasselbe sind zwei parallele
Fihrungsstangen gelegt, an denen sich der Rahmen bewegt, der
den Fahrstift und in gleicher Entfernung vom Scheibenmittel-
punkt die MeBrolle trigt. Die Verbindungslinie des Mittelpunktes
der Scheibe mit dem Fahrstift stellt in jedem Augenblick den
Leitstrahl dar, dem die Rollenachse parallel liegt. Wenn der Leit-
strahl den Winkel @, — @, fiberstreicht, so ist die Rollenablesung
r(py — @,) proportional, wenn r den mlttleren Wert der Linge
des Leitstrahls bedeutet.) Dividiert man also durch ¢, — @,
so erhilt man diesen Mittelwert, der die mittlere Ordinate bei
einem in rechtwinkligen Koordinaten dargestellten Diagramm be-
deuten wiirde. Die Grenaunigkeit des Instrumentes entspricht nach
Amsler und Hammer derjenigen des einfachen Polarplanimeters.

43. Momentenplanimeter. Das Momentenplanimeter von
Amsler besteht hauptsiichlich aus einem Wagen, der auf zwei
i Ridern und dem Fahrstift rubt.

5 Die beiden Rider laufen hinter-
einander in der Nut (Rinne) eines
Lineals, so daB der ganze Wagen
parallel mitdem Lineal geradlinig
verschoben werden kann (Fig. 64).
Dieser Wagen triigt ein horizontal
liegendes Zahnrad 4, das sich um
: Fig. 64. einen senkrecht in seinem Mittel-

: punkte O stehenden Zapfen dreht.

Ein verlingerter Radius dieses Zahnrades ist der Fahrarm OF,
der den Fahrstift F' triigt. In das groBe Zahnrad A greifen zwei
kleinere Zahnrider B und C ein, die ebenfalls horizontal liegend
auf dem Wagen so angebracht sind, daB die Verbindungslinie der

1) Zeitschr. f. Instrumentenk. 81, 213 u. 214 (Hammer, Zusatz
zur Mitteilung von Amsler).

2) Gleichen Zentriwinkeln Ag entsprechen Liingenelemente der
registrierten Kurve r, Ag, r,A¢,...7,Ap. Die Rolle summiert

rAg+rAp+-+r,Ap= —~ﬁ+—i—"%mp=r(%—%)-
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Mittelpunkte der drei Rider senkrecht zum Lineal liegt. Der Ra-
dius des Rades B betrigt die Hilfte des Radius des Zahnrades A,
der des Rades C ein Drittel desselben. Dies wird bei gleicher -
GroBe der Rider B und C dadurch erreicht, daB das groSe Rad 4
aus zwei Teilen mit verschieden groBen, im Verh#ltnis 2 : 3 stehen-
den Radien besteht und der Sektor mit dem gréBeren Radius in
C, der andere in B eingreift. Die Lage der drei Rider ist so ge-
wihlt, daB das Spiel des Fahrarms moglichst wenig beschrinkt
und andrerseits das Umschlagen verhindert wird, und daB8 der
Wagen sich nicht einmal rechts, ein andres Mal links vom Fahr-
stift befindet. :

Der Fahrarm trigt eine auf der Zeichenebene aufliegende
MeBrolle m, , deren Achse ihm parallel ist. Ebenso tragen die beiden
kleinen Rider MeBrollen, deren Achsen in der Ebene der R#der
liegen und radial gerichtet sind. Diese drei Rollen helfen den
Wagen tragen; damit sie aber nur mit einem geringen Druck auf
der Zeichenebene aufliegen, wird der Wagen durch eine iiber das
Lineal hinwegreichende Stange mit einem Gegengewicht entlastet.

Der Apparat dient zur Bestimmung des Flicheninhalts, des
statischen Moments und des Triigheitsmomentes einer Figur in
bezug auf irgend eine Momentenachse in der Ebene der Figur.
Betrachten wir diese als z-Achse, so muB der Mittelpunkt O des
Rades A auf ihr liegen und das Lineal ihr parallel sein. Es wird
dies leicht bewerkstelligt, indem zwei auf das Lineal senkrecht zu
ihm aufzusetzende Hilfsarme mit ihren Spitzen auf die z-Achse
gesetzt werden.

Denkt man sich zun#chst den Fahrarm, also auch die Achse
der daran befindlichen Laufrolle m, in die Richtung der z-Achse
gestellt, so ist die Achse der Laufrolle mg des Rades C ebenfalls
parallel der z-Achse oder der Richtung des Lineals, die Achse der
Laufrolle mg des Rades B aber senkrecht zum Lineal gerichtet.
Bei einer Bewegung des Wagens (in der Richtung der z-Achse)
wiirde dann nur die Rolle my den zuriickgelegten Weg messen,
wihrend die beiden anderen Rollen keine Drehung erlitten.

Wenn man jetzt bei stillstehendem Wagen den Fahrarm um
einen Winkel « gegen die z-Achse dreht, so dreht sich das Rad 4
um denselben Winkel und infolgedessen C um den dreifachen, B
um den doppelten Winkel. Die Achse der Rolle m; wird dann
den Winkel «, die der Rolle m; den Winkel 3«, die der Rolle m,
den Winkel 90° — 2« mit der x-Achse bilden, da letztere vorher
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den Winkel 90° mit ihr einschloB und die Rider B und C sich
in entgegengesetztem Sinne drehen.

Ist a die Lange des Fahrarms, also y = a sin ¢ die Ordinate
des Fahrstifts, so erh#lt man die umfahrene Fliiche

ﬁd:c =./:v sin adz.

Die Rolle m; am Planimeterarm wickelt aber do = sin adx ab,
man erhilt daher an einer an ihr angebrachten Ablesevorrichtung

6y — 6, = % ydz
und damit den Flicheninbalt F = a(o, — o,).
Liest man an der Rolle m; des Rades B ab statt an der Rolle
des Fahrarms, so hat man nur 90° — 2« statt ¢ einzusetzen und

erhat ‘/:z cos 2adx = afdz - 2]:; sin® ¢ dzx.

Das erste Integral verschwindet, wenn man eine geschlossene Figur
umfihrt, also denselben Anfangs- und Endwert von & erhilt. Setzt
man im zweiten Integral

2
sin® ¢ = L

al
Y 2 [
2 vy A == o ydF,

wo dF = ydx das Flichenelement ist. Nun ist das statische Mo-
ment eines Flidchenteilchens dzdy in bezug auf die z- Achse ydzdy,
also das der ganzen Fliche

f./ydzdy=%fy’dx - M,.

Die Ablesung!) der Rolle m, gibt also

4
’ 4
0'2—0'1=';‘M2.

ein, so erh§lt man

Ist g, die Ordinate des Schwerpunkts der Fliche, also
wF = [ydF,

1) Die Teilung der Rolle wird in dem Sinne gewihlt, daB die
Differenz 6, — o, das positive Integral liefert.
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wenn F der durch die Rolle des Fahrarms erhaltene Fldchen-
inhalt ist, so wird )
fde
Yo = f ydx

erhalten und durch Drehung des Instrumentes um 90° kann man
ebenso z, und damit die Lage des Schwerpunktes finden.
Gleichzeitig gibt die dritte Rolle mq

6" — 0,"= [ asin 3adz = 3aﬁin adz — 4;a‘[;in3 adz

—3F— —‘%/y’dF.

Nun ist y*dzdy das Trigheitsmoment eines Flichenteilchens, also

ffy’dy dx = v;fysdx = M,

das Trigheitsmoment der ganzen Fliche in bezug auf die 2-Achse.
Mithin erhélt man durch Ablesung der Rolle mg vor und nach
der Befahrung:
6,"— 0,"= 8F — 124 M,
woraus M, er-

g ovo

verbindenden 35 cm .la.ngen Achse tibertriigt sich auf drei matt
geschliffene Glaskugeln. In den Rahmen, welche die Kugeln tragen,
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sind die MeBrollen eingefiigt, die die Kugeln stets beriihren. Diese
Rahmen drehen sich um vertikale Achsen und sind durch Zahn-
rider in der Weise in Verbindung, daB bei einer Drehung des mit
dem mijttelsten Rahmen verbundenen Fahrarms um einen Winkel o
aus der Normalstellung (Fahrarm senkrecht zur Rollenachse) die
Achse der (in der Figur 65 rechts liegenden) Momentenrolle den
Winkel 90° + 2 mit derselben Anfangsrichtung bildet, die (links
liegende) Trigheitsmomentenrolle den Winkel 3. Durch die Ver-
wendung der Kugeln (an Stelle der Scheiben des vorigen Apparates)
wird ein Gleiten der MeBrollen verhindert. Der Fahrstab kann um
40° nach beiden Seiten aus der Normalstellung gedreht werden,
so daB Fliachen von etwa 50 cm Breite und beliebiger Li#ngen-
ausdehnung umfahren werden konnen. Die Theorie liBt sich un-
mittelbar von dem vorigen Apparat iibertragen.

Einen anderen Apparat zur Bestimmung beliebiger Momente
durch Parallelabschieben hat J. Schndckel?) konstruiert. Ferner
kommen wir bei den Integraphen auf diese Bestimmungen zuriick.

44. Schneidenplanimeter und Abarten. Das in der Aus-
fiahrung und dem Grundgedanken einfachste Planimeter ist das
von dem d#nischen Kapitin Prytz erfundene und in Tekniske
Forenings Tidsskrift 1886 beschriebene Stangenplanimeter
(Stangplanimeter, Beilschneidenplanimeter, Hatchet-Planimeter).%)

Das Instrument besteht aus einer Stange, die an beiden Enden
rechtwinklig in derselben Vertikalebene umgebogen ist(Fig.66). Das
eine Endeist zugespitat,dasandre
[ triigt eine kleine, stark gekriimm-

te Schneide (Messerchen, Beil-
schneide), deren Ebene durch die
, Spitze geht. Man hilt die Spitze
H Fig 66 5 mit zwei Fingern und fiihrt sie
& in senkrechter Lage um die ge-
schlossene Kurve herum, wobei

das Messerchen nachgezogen wird. Kehrt man mit der Spitze wieder
zum Anfangspunkt zuriick, so ist das Messerchen im allgemeinen
nicht in seinen Ausgangspunkt gelangt Hat{ man nun vor und
nach der Umfahrung durch einen Druck auf die Schneide einen

1) 8. Zeitschr. f. Vermessungswesen 24, S. 245, 1904. .

2) Vgl. Prytz, Tidsskrift for Opmaalings- og Matrikulvaesen 1895,
883—392 und die Beschreibung in der Broschiire des Fabrikanten Cor-
nelius Knudsen in Kopenhagen 1894.
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Eindruek ins Papier gemacht, so ist, wenn ¢ der Abstand dieser
beiden Marken und a die Armléinge (Entfernung : Spitze—Schneide)
ist, das Produkt ac in erster Niherung der Flicheninhalt der um-
fahrenen Figur. Die Theorie ist schwieriger als bei anderen Plani- «
metern, aber von Bedeutung fiir die Anwendung des Instrumentes.
Man gelangt auBer in einfachen Fallen (Quadrat und Kreis), wie
es scheint, zu kéinem geschlossenen Ausdruck. (Vgl. C. Runge, Z8S.
f. Vermessungswesen 24 (1895) und Hamann, ebenda 25 (1896).
Wir denken uns die Fliche F' in Elementardreiecke zerlegt,
die s#imtlich in einem Punkte O im Innern ihre Spitze haben,
wihrend jeder Leitstrahl von O nach einem Punkte des Umfangs
eine gemeinschaftliche Seite zweier benachbarten Dreiecke bildet,

und jedes Linienelement der Umgrenzungskurve die der Spitze O

gegeniiberliegende Seite ist. Wenn wir dann jedes Elementardrei-
eck vom Punkte O ausgehend mit dem Stift des Planimeters um-
fahren, so wird jeder Leitstrabl zweimal in entgegengesetztem
Sinne durchlaufen und die Umfahrung endet schlieBlich wieder im
Punkte O. B B r P

Es sei 088’ ein solches Elementar-
dreieck (Fig. 68), O der Anfangspunkt und I —Y
OX die Anfangsrichtung fiir Polarkoordi- F
naten. Der Winkel des Leitstrahles 08 =r Flg. 61.
mit 0X sei &, der von 08’ = r + dr mit OX eingeschlossene
Winkel & + d&, so ist d9 der Winkel an der Spitze des Dreiecks.

Den Richtungswinkel des Planimeterarmes bezeichnen wir im
Anfangspunkte O bei Beginn der Umfahrung mit @, am Ende
mit @ + d®. In S sei er g und in S’ ¢ + do.

Wenn der Planimeterstift ein geradliniges Streckenelement
(Fig. 67) FF =d¢ durchlsuft, y der Winkel des Planimeterarmes
mit FF’ im Punkte ¥, y + dy im Punkte F” ist und a die Lnge
des Armes bezeichnet, so werden wir die Bewegung des Plani-
meters in die beiden ihm allein mdglichen Bewegungen zerlegen,
von denen die eine in einer Verschiebung in der Richtung des
Planimeterarmes von BF nach B’F” besteht, wihrend die andere
den Ubergang des Stiftes von F” nach F’ durch eine Drehung
um den Bertihrungspunkt B’ der Beilschneide hervorbringt. In
dem Dreiecke B'F’ F” mit dem Winkel dy bei B ist ' F"= ady,
mithin sin ydo = ady oder

@ Mg
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Fiir eine endliche gerade Strecke ¢ erhalten wir, wenn 3 und
% die Winkel des Planimeters mit ¢ am Anfang und Ende der Be-
wegung sind,

dy ¢ ¢
X fm = oder lg tg g —Ig tg =g
x

wofiir man auch schreiben kann:

a

® wimcigl
@
S0 Diese Formel konnen wir
L SR sogleich anwenden fiir die Fith-
B T 8 ; .

0 . 5 rung des Planimeterstifts lings
| 2 dr der Geraden OS = r (Fig. 68),
o a wenn wir y =0 — 8,y =g —9

Y Fig. 68. - einsetzen:
’ r
o —3F d5 0
®3) 3

Hiermit ist also ¢ aus @ erhalten. Wir lassen nun den Stift von
S nach 8’ fahren. Um die Anderung dg von ¢ zu erhalten, stellen
wir daher eine der Gleichung (1) entsprechende auf. Bezeichnen
wir vorﬁbergehend den Winkel, den S8’ und das Kreisbogenelement
88”= rd$ untereinander emschheBen, mit 1, so ist

(4) cos pds = rd®, sinyds = dr.

Der Planimeterarm M .S schlieBt in 8 mit OS den Winkel & —
ein, also mit S8’ den Winkel & — ¢ + 90°— +. Hier sind & und
v als gegebene Winkel anzusehen, welche die Lage von ds bestim-
men. Wir wenden nun Gleichung (1) an und erhalten:

____d9 _ds
cos (& — o — 1) a
adg = cos (& — @) cosypds + sin (8 — @) sin pds
und mit Riicksicht auf (4) '
(5) adp = cos(p — 9)rd® — sin (p — &)dr.
Hiermit haben wir also dg durch @ und die gegebenen Stiicke er-

oder
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halten. Wenn wir nun von S’ nach O zurlickgehen, so kdnnten
wir die der Gleichung (3) entsprechende Gleichung aufstellen:
r+dr )
P+dP—9—do dp — 9 —dd
(6) tg + tg 9+do .

= a
2 € 2

Wir erhalten aber d® bequemer, wenn wir Gleichung (8) sowohl
nach @, @, wie nach & und r differenzieren, und fiir dp und dr
den bei der bisherigen Umfahrung erhaltenen Wert nach (5) ein-
setzen. Nach vorangegangener Logarithmierung der Gleichung (3)
bekommen wir, wenn wir noch den andern Richtungssinn beachten:

A@—9) dr | dp—9)
(7) “sin (@ — &) + sin (o—9 8)
Wir setzen dg aus (5) ein und finden
@ —9) r as
m@—o 8O0 —
_1rr o — 7 p—& — 3
5[5 (e 25~ — 825 7) — (ctg 25 2+ g2 7)|as

=1 _ 9—% _(~
7[(a—1)e 5= (G +1)
Wenn wir jetzt aus der (7) entsprechenden Integralglelchung, die

sich von (6) nur durch Wegfall der DifferentialgroBen unterscheidet,
die Werte fiir (p — @) einsetzen, so erhalten wir:

_d(di—&)
sin (@ — 9)
=%[(——l)e ‘r'ctgdj i (%+1.)e

und

a(@—9)=3[(£—1) ¢" % (1 + oos (@ — )
- (% + 1) e-%(l—cos (d)—b)):ldb
=3 (T e

+ [—2- (e+£+ e—%) —-(e +_‘;— e—%)] cos (¢—8)d8.
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Es ist

8

r
+— r r? rd r r® Cor
¢t =1t +satswt s T moar tasoae T

r! ,.4 rO rl rd rﬁ
(O—8)=[ st gz tizoas  — 1= ag— s —ma0a— |99
r s
+[5+ as"‘ém“‘—a'—e—aa-ms—"°]°°s("—"’)“'

also
r’ rl r. r’ rb !
d0=[ gt it 00 H gt gaget ] s (0 —9) do.
Integriert man um die ganze Kurve, so sind die Grenzen & =0
und & = 2x und wenn @ in @ + AP sich #ndert, so daB das

Planimeter in seiner Endstellung den Winkel 4@ mit seiner An-
fangsstellung einschlieBt, 80 ergibt sich:

ridd 7 d&
“""p"f a9 +j Ba' + Tiaat T

+f8acos(d> 9)d8+jo,cos(¢ 8)dao + -

Hier ist das erste Integral die Fliche, deren Inhalt zu bestim-
men ist. Wenn die Fliche nicht groB ist und r gegen die Linge
des Planimeters klein bleibt, so gibt a-ad4® den Flicheninhalt
nahezu an. a4 ® = 45 ist der Bogen, den der Beriihrungspunkt
der Schneide um den Anfangspunkt O beschrieben hat und der
im Falle eines kleinen Bogens auch durch die Sehne, also die Ent-
fernung der beiden Marken im Papier ersetzt werden kann:

adS=F+ . [raF+ 72a‘fr‘dF+-~

+ o | roos(@—8)aF +- .-

Das Integral im ersten Korrektionsglied stellt das Tragheitsmoment
um eine durch O gehende zur Fliche senkrechte Achse dar, es ist
daher ein Minimum, wenn O der Schwerpunkt der Fliche ist. Das

folgende Glied ist jedenfalls kleiner als %; (—E)‘, wenn R der groBte
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vorkommende Leitstrahl ist. Das letate der angeschriebenen Glie-
der hiingt von der Anfangslage des Planimeters ab, und es ist er-
sichtlich, daB eine Anderung des Richtungswinkels um 180°, also
Einfihrung von 180° + @ statt @, das Vorzeichen &ndert. Wenn
man also zwei Umfahrungen bei dia.metra.l entgegengesetzter An-
fangslage des Planimeters macht, so fullt im Mittel aus beiden
dieses Glied (und ebenso die folgenden) fort.

Maffiotti fand fir Flachen von 4000 bis 8000 mm? mittlere
Fehler von 0,36 bis 1,167%, bei rechtliufiger, 0,28 bis 0,70%/, bei
entgegengesetzter Fithrung des Fahrstiftes.

Bei einer etwas anderen Form ,,Goodmans Hatchet Plani-
meter, die eine Veriinderung des Abstandes: Schneide-Fahrstift
gestattet, ist die unmittelbare Ablesung von Mittelordinaten (fiir
Indikatordiagramme und dgl.) vorgesehen und eine Skala zur ein-

fachen Beriicksichtigung des Faktors [1 - (2—12).] angebracht.?)

Andere Abiénderungen bestehen in dem Ersatz der Schneide
durch eine Rolle mit scharfem Rand, in seitlichen Stiltzen, welche
die senkrechte Haltung des Planimeters gew#hrleisten usw.

Auf etwas veriindertem Prinzipe beruhen einige andere Plani-
meter, unter denen wir dasjenige von Fieguth in Danzig nennen.
Die Rolle sitzt auf einem zum Planimeterarm nahezu senkrecht
angebrachten Arm und verschiebt sich auf diesem. Die Verschie-
bung der Rolle auf diesem Querarm, die an einer Teilung abge-
lesen wird, gibt in die Fahrarmlinge multipliziert den Flichen-
inhalt.

Ahnlich ist das Planimeter von Lippincott, endlich auch das-
jenige von Weber-Kern. Bei letzterem ist der Fahrarm durch
einen senkrecht stehenden Zylinder horizontal hindurchgesteckt,
der auch den zum Fahrarm senkrechten Radarm triigt, an dessen
Skala wiederum die Verschiebung eines auf ihm verschiebbaren
scharfrandigen R#dchens abgelesen wird. Die Achse des Zylin-
ders bewegt sich in unverindert senkrechter Lage lings der Nut
eines auf der Zeichenebene aufliegenden Lineals. Der Fahrarm
lﬂBt sich durch den Zylinder hindurchziehen, so daB seine Lénge

2
1) Es ist F==aAS—— r*d Foder gendhert F=aAS— R —F
R
oder auch F'=aAS (1 — 4—) .

al
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verindert werden kann. Die Theorie ist einfach, indem die Fiih-
rungskurve als ein Kreis mit unendlich groBem Radius angesehen
werden kann. Das Planimeter kann nur zwei Arten von Bewe-
gungen ausfithren, erstens eine Drehung um den Schnittpunkt
beider Achsen, bei der sich das Rad dreht, aber nicht auf seiner
Achse verschiebt, zweitens eine Verschiebung parallel zur Richtung
des Lineals, die wir als z-Achse denken. Ist der Winkel des Fahr-
arms von der Léinge a mit der z-Achse «, so wird bei einer Ver-
schiebung dz das Ridchen erstlich eine nicht in Betracht kommende
Abwicklung cos e dz und zweitens eine Verschiebung dv = sin adz
ausfihren, Nun ist der Inhalt der zu umfahrenden Fliche

F=ﬁdm=ﬁ sinada;=aﬂv = a(vy — v,).

Um beim Prytzschen Planimeter den Flicheninhalt aus a*A @
zu berechnen (vgl. 8.126), besitzt man kein einfaches Hilfsmittel,
den Winkel A @ zwischen der Anfangs- und Endlage der Stange
zu messen. Deshalb hat Horst von Sanden das Instrument in der
Weise abgetndert (Fig. 69), daB statt der Schneide zwei Rollen mit
scharfem Rande angebracht werden, die auf einer zur Stange recht-
winkligen Achse in gleicher Entfernung von der Stange sitzen. Der
Mittelpunkt M zwischen beiden Kollen, also der Endpunkt der
Stange, wird dann in der gleichen Weise wie die Schneide gefiihrt.?)
Die Berithrungspunkte der Rollen beschreiben zwei Parallelkurven.
Ist das vom Punkte M beschriebene Bogenelement ds =rdg und
der Abstand der Rollen 2b, so werden die beiden Rollen Bogen-
elemente do, = (r + b)dg und doy = (r — b)d g beschreiben. Da-
mit folgt do, — dey = 2bd g, also

f(da, —doy) = 2bA®.

.

Nun ist die Differenz do, — do; der relativen Verdrehung der
Rollen gegeneinander gleich. Um sie ablesen zu konnen, ist jede
Rolle mit einer Trommel in der Mitte der Achse starr verbunden.
Die eine Trommel triigt eine Teilung, die andere zwei um 180°

1) Bei volliger Gleichheit der Rollenradien wird er bei bloBer
Drehung der Stange an derselben Stelle bleiben, da dann beide Rider
in verschiedener Richtung denselben Kreisbogen durchlaufen. Inwie-
weit dies praktisch erreicht ist, wird von dem Verf. in Zeitschr. fir
Mathematik u. Physik Bd. 89, S. 314 nicht erwithnt. — Das Instrument
ist wohlfeiler’ (54 M.) als andere Instrumente gleicher Genaunigkeit.
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auseinanderstehende Nonien. An dem gerade sichtbaren Nonius
wird die Verdrehung abgelesen, die mit einer Konstanten multi-
pliziert den Flicheninhalt angibt. Die Regeln fiir die Handhabung
des Apparates schlieBen sich an die Theorie des Stangenplanimeters
an. Bei dem ausgefiihrten Apparat ist der Rollenabstand 160 mm,
der Rollendurchmesser 40 mm, die Stangenlinge a ist zwischen
50 und 192 mm verstellbar, die Trommel ist in 100 Teile geteilt,
von denen Zehntel geschitzt werden. Die Genaunigkeit ergab sich
bei Umfahrung eines Kreises von 10 mm Radius (0,77, bei a =191,
0,4%, bei a = 101).

Fig. 69.

Ebenfalls zwei symmetrisch an der Stange angebrachte Schneide-
rollen besitzt das Prézisions-Stangenplanimeter von Th. Pregél
(vgl. Zeitschr. f. Instrumentenk. 28, 373 und 81, 373).

Das optische Planimeter von J. Schnbckel unterscheidet
sich hauptsichlich dadurch von anderen, daB es keinen Fahrstift
hat. Vielmehr befindet sich #iber der scharfkantigen Rolle, die am
Ende eines langgestreckten rechteckigen Rahmens angebracht ist,
ein senkrecht stehender Spiegel, dessen Ebene die Rollenachse und
den Berithrungspunkt der Rolle enth#lt. Das Instrument dient
hauptsichlich zur Ausmessung von Registrierstreifen und Ermitt-
lung der mittleren Ordinate. Zu diesem Zwecke wird ein vorn be-
findlicher Index an den Anfa.ngspunkt der Kurve gelegt, auf einem

Galle: Math tische Instr
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untergelegten Blatte Papier eine Gerade réickwirts in derselben
Entfernung vom Rollenauflagepunkte parallel den Ordinaten der
Kurve gezogen. Das Instrument selbst ist in seiner Léngsrichtung
parallel der Abszissenachse aufgestellt, so daB ein in dieser Rich-
tung gespannter Faden die auf dem, Papier gezogene Gerade I in
einem in bezug auf die Rolle symmetrisch zum Anfangspunkt ge-
legenen Punkte F' schneidet. Dieser Punkt wird durch den teil-
weise durchbrochenen Spiegel betrachtet und fillt demnach bei
der Anfangsstellang des Instrumentes mit dem Spiegelbild des
Anfangspunktes der Kurve zusammen. Das Instrument wird nun
80 bewegt, daB immer der Schnittpunkt des Fadens mit ! mit
den Kurvenpunkten, die im Spiegel erscheinen, zusammenfillt;
ist der Endpunkt der Kurve erreicht, so entspricht der Indexpunkt
der mittleren Ordinate. Das Instrument wird jetzt, nach Arretierung
der Rolle, soweit gedreht, bis seine Fadenrichtung durch den ersten
Auflagepunkt der Rolle in der Anfangsstellung hindurchgeht.
8ind z, y die Koordinaten des optisch eingestellten Kurven-
punktes, &, 1 des Berithrungspunktes des Rddchens, so ist, wenn
die Gerade ! dem Werte & = O entspricht, immer x — 2§. Da die
Richtung des Instrumentes (strenger des Fadens) den Weg der
Rolle in jedem Augenblick tangiert, so ist ,
y—n_dn
z—§ d§ '
wo z der Winkel der Tangente mit der Abszissenachse ist. Hieraus

=tgr,

folgt ydx = 2d(ng)
oder z .

1

5 Jydz = n(§— &)

Zo
Da nun 1 ’

= dx
et o

der Wert der gesuchten Mittelordinate ist, so ist mit Riicksicht
auf 2 = 2§, 4, = 2&), 7 =y,,. Uber die Verwendung des Instru-
mentes zur Aufzeichnung der mittleren Integralkurve oder im be-
sonderen Falle zur Zeichnung von Hyperbeln s. Zeitschr. fiir In-
strumentenk. 31, 69, 1911. ‘
Von demselben Erfinder riibrt ein Kompensationsplani-
meter her, das im wesentlichen. wiederum aus einer einfachen
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Stange mit Fahrstift besteht, die auf einer beweglichen Rolle rollt.
Der scharfe Rollenrand findet in einer Rille des Stabes Halt, mit
der der Stab auf ihm aufgelegt wird. Damit die Rolle nicht umkippt,
ist sie seitlich in einen auf der Unterlage rollenden Zylinder ver-
langert. (Bei anderen Konstruktionen ist der Zylinder durch ein
Rollenpaar oder durch eine Kugel ersetzt.) Ein weiterer Stiitzpunkt
fiir den Stab ist neben dem Fahrstift am einen Ende angebracht.
Das andere Ende des Stabes lduft in einen Index aus, an den eine
Skala ungef#hr senkrecht zum Stabe angelegt wird, die aber with-
rend der Umfahrung um eine Nadelspitze an einem ihrer Enden
weggedreht werden kann, um die Bewegungen des Stabes nicht zu
hindern. Er wird dann nach Beendigung der Umfahrung wieder
gegen den Stabindex gelegt, um die Entfernung der Indexlagen
(vor und nach der Umfahrung) zu messen, hnlich wie beim Prytz-
schen Planimeter den Abstand der Marken. Die Rolle wird an einer
Marke am Stabe eingestellt und kehrt nach der Umfahrung genau
oder wenigstens nahezu in diese Anfangslage zuriick. Fiir letzteren
Fall ist eine Korrektion anzubringen. Die Theorie (vgl. Zeitschr. f.
Instrumentenk. 831, 173) schlieBt sich an die des vorigen Instru-
mentes an, indem der Stab sich in seiner Richtung doppelt so
schnell wie die Rolle bewegt. Die Genauigkeit ist ann#hernd gleich
der des Coradischen Kompensationsplanimeters gefunden worden
und fibertrifft die des Prytzschen Instrumentes bedeutend, wihrend
sie etwas unter derjenigen des freischwebenden Pr#zisionskugel-
planimeters von Coradi zuriickbleibt.

VII Abschnitt.
Apparate zur harmonischen Analyse.

45. Allgemeines und Verwendung des Planimeters.
Eine Funktion y von x kann unter gewissen Einschréinkungen
in eine nach den cosinus und sinus der Vielfachen von z fort-
schreitende (Fouriersche) Reihe entwickelt werden. Diese Funktion
nehmen wir graphisch durch eine Kurve gegeben an, deren Ab-
szissenintervall sich von # = O bis # = w erstreckt. In diesem
Intervall kann die Kurve vollstindig willkiirlich gezogen sein, so
lange es fiir jedes «# nur einen einzigen endlichen Wert y gibt,
und hierin ist der Fall eingeschlossen, daB bei der Bewegung
eines Punktes lings der Kurve die ihm entsprechenden Abszissen-

9*
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werte stets zunehmen. Diese Bedingung wird fiir solche Kurven
erfilllt sein, bei denen die z-Koordinate die Zeit darstellt, z. B.
fir alle registrierten Kurven, die durch Bewegung der Zeichen-
fliche mittels eines Uhrwerks entstanden sind. Unstetigkeiten der
Kurve, d. h. ein plotzlicher Ubergang von einer Ordinate y, zu
einer andern y, diirfen in endlicher Anzahl vorkommen. Ist das
Zeichenpapier etwa um einen Zylinder geschlungen, so daB die
Anfangs- und Endabszisse zusammenfallen, so wird sehr h#ufig
die Anfangs- und Endordinate verschieden sein. Wenn z. B. die
Lufttemperaturen fiir einen Zeitraum von 24 Stunden aufgezeich-
net werden und die Stundenwerte die Abszissen, die Lufttempera-
turen. die Ordinaten geben, so werden die Mitternachtstempera-
turen am Beginn und am Ende nicht iibereinstimmen. Man kann
dann die beiden Punkte der Kurve durch eine Mantellinie des
Zylinders geradlinig verbunden denken und hat also in diesem
Falle eine solche Stetigkeitsunterbrechung.

Wir setzen nun einen Winkelwert & der Abszisse proportional

pz =0 und pu = 2x, so daB 6 = 2xz ist; dann kdnnen wir die
u
Gleichung der Kurve in der folgenden Form schreiben, wo a und
b konstante Koeffizienten sind:
0 Y =ay+ a;cos 0 + agcos 20 + azco8360 +----+a, cosnb
' + by sin 0 + b, sin 20 + bysin 30 +---- + b, sin n6.

Es ist dann nach Fourier
2

. 2n
(2) a"=%. ycosnfdb, b,,==1n—fysinnod0, n=1,2,3,...
[1] 1)

2n
und g = % [ ydf die mittlere Ordinate, die durch ein Plani-
0

meter ermittelt werden kann.

Streng genommen hat die Fouriersche Reihe eine unendlich
groBe Gliederzahl, aber in den meisten praktischen Fillen sind
die Glieder hoherer Ordnung klein genug, um vernachlissigt zu
werden. Beschriinkt man sich auf 2% Glieder, so kann man
schreiben:

(3) ¥y =a, +2ax cosx 0 +2b,¢ sin %6.
x=1 x=1
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Um die Koeffizienten zu finden, teilen wir das Abszisseninter-
vall in 27 gleiche Teile und messen die Ordinaten y;, =y,,... ¥;,

in den Teilpunkten, wo y, zu 0, =
die zusammengehdrigen Werte die Gleichungen befriedigen:

x=n
4) yy=ay+ Ea cos x0, -l-Zb smn01, i=1,2.,.2n
'e

Diese 2% lmearen Gleichungen kdnnen zur Berechnung der
27 Koeffizienten ay,...a,, b, ...Db, dienen

2n 2n
na,— EylcosnO,', nb, = Eylsinawz, x=1...n
=1 i=1

Fir x = 0 oder x = n erhilt man 2na,.!

Da nun zwischen den Gleichungen (4) und (5) eine gewisse
Reziprozitst stattfindet, so 14Bt sich die Verwendung eines In-
struments fiir die beiden Zwecke voraussehen, einmal die Koeffi-
zienten einer gegebenen Kurve zu ermitteln, zweitens eine Kurve
aus gegebenen Werten zu konstruieren,

Die hierzu erfundenen Instrumente heiBen Analysatoren
und sind also auch Instrumente zur Darstellung bestimmter Inte-
grale wie die Planimeter.

In der Tat lassen sich diese letzteren nicht nur zur Ermitte-
lung von a,, sondern auch fiir die anderen Koeffizienten verwen-
den, wie S. Finsterwalder, P. Schreiber und Ad. Schmidt
gezeigt haben. Um zunichst @, und b, zu erbalten, denkt man
sich die Kurve um einen Zylinder gelegt, so daB die z-Achse den
Grundkreis des Zylinders bildet, der den Umfang w hat. Projiziert
man die Kurve auf zwei zu einander senkrechte Ebenen, die sich
in der Zylinderachse schneiden und von denen die eine durch die
Endordinate gelegt ist, so erhilt man die Koeffizienten a; und b,
durch die Inhalte der von den Projektionen der Kurve, der z-Achse
und den Endordinaten eingeschlossenen Flichen, wenn man noch

1) Setzt man a,=i,8iny,, b,=14,cos y,, 80 kann man a, cos x6 |-
b, 8inx0 =4, 8in (y,+ xB) schreiben. Es ist in vielen Fallen wiinschens.
wert die Amphtué'en i, und die Phasenwinkel y, statt a, und b, zu
erhalten. Um dies zu eﬁelchbem hat Strachey in London einen ! be-
sonderen Rechenschieber konstruiert (vgl. W. Dyck Katalog mathe-
matischer usw, Instrumente, Miinchen, 1892, 8. 144).
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mit % dividiert. Die Ebene, die durch dem Anfangspunkt der

Kurve geht, dient zur Berechnung von b. Hier wird sin 6 gleich-
zeitig mit 6 null, wibrend auf der dazu senkrechten Ebene (fiir
die Berechnung von a) sich das Linienelement des Anfangspunkts
unverkfirzt abbildet und cos @ =1 fiir § = 0 ist. Wenn die Qua-
dranten der Winkel beachtet werden, so erhélt man die Flichen-
teile auf beiden Seiten der ijektlonsebene (vorn und hinten) mit
verichiedenen Vorzeichen, wie es sein muB.

Die anderen Koeffizienten lassen sich in entsprechender Weise

bestimmen. Man setzt %6 = 2xz 2"""

u
= nimmt

also einen Zylinder vom Umfang —. Da z von O bis u == nu’

variiert, so umschlmgt die Kurve den Zylinder n-mal. Man kann
2xx 2x2

ebenso gut n—— = setzen, also 2’ =nz, d. h. die Abszissen
n-mal vergrbBert auf einen Zylinder vom Umfange « s.uftragen
(wshrend die Ordinaten unverindert bleiben). Da: aber in dem

Integral (2) da’ statt dz eingefihrt wird, so muB man mit —
statt mit 1 multiplizieren.

Bei der wirklichen Verzeichnung der auszumessenden Kurven
denkt man sich den Zylinderumfang in eine solche Anzahl von
gleichen Teilen geteilt, daB die Ordnungszahlen der Reihenkoeffi-
zienten als Faktoren in dieser Anzahl enthalten sind (z. B. 60 bei
Beschrinkung auf 6 Glieder, 24 bei 4 Gliedern) und zieht die
den betreffenden Mantellinien des Zylinders entsprechenden Ge-
raden in der Projektion. Trigt man dann die Ordinaten auf, so
erhilt man durch die geradlinige Verbindung ihrer Endpunkte
die gesuchten Kurven mit geniigender Genauigkeit und kann sie
nun mit dem Planimeter ausmessen.

46. Analysatoren von Yule. Eine einfache Form eines
Analysators, die man sich selbst herstellen kann, ist von Yule
beschrieben worden. An der Seite eines gréSeren quadratischen
Kartonblattes ist ein Lineal befestigt (etwa aufgeleimt), an dem
sich ein kleines viereckiges Kartonblatt verschieben 1Bt, das am
Lineal anliegen muB und einen Zeiger parallel der z-Achse triigt.
Die untere Kante des groBen Blattes wird mit der Richtung der
2-Achse zusammengelegt und zwar so, daB der Zeiger, wenn er
unten einsteht, auf den Anfangspunkt der Kurve weist. Das Ab-
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szissenintervall teilt man z. B. in 60 Teile, je 6° entsprechend und
errichtet die Mittelordinaten, deren zugehdrige Kurvenpunkte man
nach und nach mit dem Zeiger durch Verschiebung des kleinen
Blattes in der y-Richtung einstellt, indem man den groBen Karton
gleichzeitig lings der z-Achse verschiebt. Auf dem kleinen Karton

‘bringt man z. B. eine sinus-Skala, ebenfalls in der Richtung der

2-Achse, an und stellt den Fahrstift eines Amslerschen Polar-
planimeters jedesmal auf den der betreffenden Ordinate ent-
sprechenden 'l‘eilstrich, also wenn man mit 0° anfingt, schiebt
man ihn immer um je 6° weiter. Der Pol des Planimeters ist fest
auf dem groBen Karton. Infolge dessen umfihrt der St1ft des
Planimeters folgende Flichen:

¥, (sin 6° —5in 0°), y, (sin 12° — sin 6°), y,(sin 18° —sin 129), ...,
9, (sin 360° — sin 354°).
Wir erhalten also genihert

ﬁd(sin 0) =f;/cos 0d0 =a
und durch Einsetzen anderer Skalen und andere Wahl des Ab-

szissenintervalls andere Koeffizienten.
Nicht ganz so einfach ist ein anderes Instrument von Yule
Es besteht aus einem Lineal, das auf zwei Walzen an seinen

,ls ;.

Fig. 70. v
Enden rollt und sich dadurch parallel mit sich selbst verschieben
kann. Lings der einen Kante trigt es eine Zahnstange von 30 cm
Linge (mit acht Zshnen auf einen Zentlmeter), die durch ein
Gegengewicht an der entgegengesetzten Kante im Gleichgewicht
gehalten wird, so daB das Lineal horizontal liegt. Eine am Rande
gezahnte Scheibe wird so angelegt, daB sie in die Zahnstange
eingreift. Bei der Bewegung der Scheibe lings der Kurve muB
das Lineal angeschoben werden, damit die Scheibe in die Zahn-
stange eingreift.  AuBer einer groBen Scheibe mit 240 Z&hnen,
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die sich bei der Bewegung lings der Zahnstange also gerade ein-
mal herumdreht, werden nach einander noch kleinere Scheiben mit
120, 80 usw. Zihnen verwendet. Die groBe Scheibe hat drei
Lidcher in der Richtung eines Durchmessers, von denen das mit-
telste mit einem Glasfenster und einem Punkt darauf zur Ein-
stellung auf die Punkte der Kurve versehen ist, die beiden anderen
dienen zur Orientierung der Scheibe. Ein viertes kegelfrmiges
Loch auf einem zum vorigen senkrechten Durchmesser hat den
Zweck, den Fahrstift eines Polarplanimeters aufzunebmen. Seine

Entfernung vom Mittelpunkt der Scheibe (Fahrpunkt) betrigt % cm.

Bei den kleineren Riidern, die auf einer Grundplatte angebracht
sind, befindet sich das Loch fiir den Planimeterstift auf einem iiber
das Rad hervorragenden Arm, der sich mit dem Rade frei {iber
der Zahnstange des.Lineals dreht.

Das Abszissenintervall 2«4 macht man der Linge der Zahn-
stange glelch der Scheibenumfang ist dann ein aliquoter Teil

desselben —. Das Loch F fiir den Fahrstift des Planimeters be-

schreibt be1 der Drehung der Scheibe einen Kreis mit dem Radius
PF=r um den Mittelpunkt der Scheibe P (Fig. 70). Im Anfangs-
punkte sei PF nach links in die Richtung der Abszissenachse gestellt.
Da sich die Scheibe 2nm-mal herum dreht, wenn sie die Kurve
entlang von A bis B gefiihrt wird, so entspricht einer Strecke x

ein Drehungswinkel nu% =n6, wenn —7—‘—:0 = 0 gesetzt wird.

Die Koordinaten &, 7 von F sind dann folgende, wenn x, y die-
jenigen von P sind:

E=x—rcosnf n=y+ rsinnd.
Daher ist die vom Planimeterstift umfahrene Fliiche

ﬁd& =ﬂdm+m"/;:/ 8inn6d0 + r[sinnbdz -Fnrf[;ih’nﬂdb.

Die beiden letzten Integrale verschwinden, wenn sie sich #iber
eine geschlossene Kurve erstrecken, also die obere und unters
Grenze fiir z bzw. @ dieselbe ist. Beim zweiten Integral ist der
‘Wert derselbe, ob man es iiber die Kurve von 4 bis B nimmt,
oder ob man die Fliche ganz umfihrt, also auch von B nach 4
in der Abszissenachse zuriickgeht, da diese letztere Strecke keinen
Beitrag zu dem Integrale liefert, sondern y = O bleibt. Setzen wir
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Jviz—f wa [nas- 3,
so ist, wenn noch r = % eingesetzt wird (vgl. (2) 8. 132):

B,=f+10n-b,.

Wird die Scheibe im Anfangspunkte 4 so gestellt, da PF
mit der positiven Richtung der y-Achse zusammenf¥llt, so ist

=2+ rsinng n=y + rcosnf,
A,==/'qd§ =/;dz + m"/;/cosn()do + rfcosnf@dzx
+ nrt[::os’nOdG

und entsprechend wie vorher
A,=f+10n-a,, B,=f-+ 10n-b,.

Jede Scheibe n liefert also ein Koeffizientenpaar a,, b,. (f wird
mit einem Planimeter gemessen.)

47. Apparat von Le Conte. Bei dem Apparat von Le Conte
sind auf einer Grundplatte ein Schienenpaar (DE, FG Fig. 71),

M

also

®OOO T
®OE®E

Fig. 11.

auf dem ein Wagen l3uft, und elf Zahnrider angeordnet, die durch
eine Kurbel ¥ in Umdrehung gesetzt werden und zwar macht jedes
BRad bei einer Kurbeldrehung seiner Numerierang entsprechend
1, 2, 3... usf. Umndrehungen. Der Wagen wird durch dieselbe
Handkurbel bei einer Umdrehung des Rades 1 um die Strecke,
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die einer Periode entspricht, vorwiirts bewegt. Ein zweites Schie-
nenpaar (LK, NT'), das auf dem Wagen rechtwinklig zum ersten
angebracht ist, trigt einen zweiten Wagen, an dem der Fahrstift X
angebracht ist. Durch die Bewegung des ersten Wagens wird er
parallel der z-(in der Fig. ¢-)Achse gefithrt, wihrend seine Ein-
stellung auf die Ordinatenendpunkte eine Verschiebung des zweiten
Wagens verursacht.

Das Folgende wird durch die 'Uberlegung verstindlicher, daB
die Projektion eines gleichformig im Kreise sich bewegenden
Punktes auf einen Durchmesser des Krenses eine ha.rmomsche Be-
wegung ausfithrt.

Das Zahnrad 1 (und ebenso jedes der ﬁbngen) tragt einen
exzentrischen Stift S, der in einen Schlitz eingreift. Der Schlitz
befindet sich in dem kiirzeren Arm eines kreuzformigen Schlittens,
dessen lingerer, der z-Achse paralleler Arm durch die Bewegung
von § sich lings eines Durchmessers des Rades hin- und her-
schiebt. Wenn sich § im Kreise um den Mittelpunkt des Rades
dreht, so vollfiihrt seine Projektion auf den der z-Achse parallelen
Durchmesser eine harmonische Bewegung (r cos @ bzw. rsin 0, je
nachdem die Anfangsstellung des Stifts in dem der y- oder z-Achse
parallelen Durchmesser sich befand). Setzt man auf den Schlitten
M den Fahrstift eines Polarplanimeters, so beschreibt dieser da-
her dieselbe Bewegung. Der Pol @ und die MeBrolle R des Plani-
meters, werden auf den zweiten Wagen aufgesetzt. Wenn der
Fahrstift des Analysators und mit ihm der zweite Wagen in der

. y-Achsenrichtung verschoben werden, so wird dabei dasselbe er-
reicht, als wenn bei ruhender Planimeterebene der Fahrstift des
Planimeters in der entgegengesetzten Richtung der y-Achse ge-
fahrt wird. Die Theorie ist genau dieselbe, wie beim vorigen
Planimeter.

Um die Koeffizienten ag . .. @y, by . .. b;; zu erhalten, wird
der Planimeterfahrstift auf die (in der Figur fehlenden) Schlitten
der anderen Rider gesetzt.

48. Analysator von W. Thomson. Alter als die genannten
Instrumente ist der 1876 von William Thomson (Lord Kel-

vin) konstruierte Analysator!), der an das von seinem Bruder
James Thomson erfundene Planimeter ankniipft.

1) Proceedings of the Royal Society of London, XXIV, 1878.

e
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Wir denken uns (&hnlich wie bei A. Schmidts Planimeter,

8. 116, vgl. auch 8. 133) die auszumessende Kurve y = f(z) um
_einen horizontalen ,,Kurvensylinder gelegt, so daB die z-Achse etwa
mit dem Grundkreise zusammenf8llt und die y-Achse der Zylinder-
achse parallel ist. Durch Zahnradtibertragung wird der Achse A
einer Scheibe D eine mit der Drehung dx des Zylinders proportio-
nale Drehung pdz erteilt (Fig. 72). Diese Scheibe ist gegen die Hori-
zontalebene um 45° geneigt und auf ihr rollt eine frei bewegliche
Kugel B, die durch einen zweiten horizontalen Zylinder C, den wir
zum Unterschied den ,, Registrierzylinder* nennen, und der die Scheibe
nicht berithrt, lings des horizontalen Durchmessers der Scheibe

zu rollen gezwungen wird. Die Kugel beriihrt demnach sowohl
die Scheibe als den Zylinder und ibertriigt die Drehbewegungen
der Scheibe durch Reibung auf den Zylinder, so daB bei einem
Abstande y des Beriihrungspunktes der Kugel vom Mittelpunkt
der Scheibe pydx die Drehung des Zylinders ist. Beide Zylinder-
achsen sind einander parallel und eine zu ihnen parallele Stange
trigt an einem Ende den Fahrstift, der auf der jedesmal oberf
befindlichen Mantellinie des Kurvenzylinders auf den Kurvenpunkt
eingestellt wird. Am anderen Ende der Stange befindet sich eine
Gabel, welche die Kugel von oben faBt und lings des Registrier-
zylinders und des horizontalen Scheibendurchmessers hin- und
herschiebt (vgl. Fig. 29). Wenn der Fahrstift auf der z-Achse steht,
berithrt die Kugel die Scheibe im Mittelpunkte, daher ist ihr Ab-
stand von diesem immer gleich der Ordinate y der Kurve. In ge-
eigneter Weise wird die Drehung des Registrierzylinders gemessen,
die fiir ein Kurvenstiick zwischen den Abszissen z, und z; den Inte-

gralwert [ydz bis auf einen konstanten von den Abmessungen
£
des Instrumentes abhiingigen Faktor gibt.
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Diesen Planimeterapparat hat W.Thomson in folgender Weise
zu einem Analysator abgeiindert. Die Achse des Kurvenzylinders
trigt einen Exzenter, also eine Vorrichtung, welche die Dreh-
bewegung in eine geradlinige verwandelt. Eine Beschreibung ist
picht angegeben, doch kann man sich die Einrichtung wie beim
Le Conteschen Analysator vorstellen, wo die Drehung der Scheibe
in die geradlinige Schlittenbewegung verwandelt wird (vgl. S.138).
Durch Einschaltung verschiedener Zahnrider kann man erlangen,
daB einer Umdrehung des Zylinders » hin- und hergehende Be-
wegungen einer Stange entsprechen. Jeder Punkt der Stange
macht also eine geradlinige Bewegung, deren GrdBe proportional
ginxf bzw. cos x0 ist, je nach der Anfangsstellung. Die Stange
ist gezahnt, greift in den gezahnten Rand der Scheibe ein und
erteilt ihr eine Drehung, bei der dz proportional cosx0 - xd0
bzw. sin %0 -xd0 ist. Mithin sind die Ablesungen am Registrier-
zylinder bis auf Faktoren, die von den Dimensionen des Instru-
ments abhingen, )

Sycosx0d6 uwnd fysinx0as,

also die gesuchten Koeffizienten a, und b,.

Sollen mehrere Koeffizienten gleichzeitig bestimmt werden, so
miissen mit einem Kurvenzylinder und einem Fithrungsstift
mehrere Integratoren verbunden werden, welochen ebenso viele
Registrierzylinder zugehtren. Der Apparat hat Fehler gezeigt,
die von dem Gleiten der Kugel bei raschem Arbeiten herzu-
rithren scheinen, auch beriihren die Kugeln in kleinen Flichen-
stiicken statt in Punkten.

49. Analysator von Henrici-Coradi. Vollkommener, aber
auch komplizierter ist der Analysator von Henrici, der von
Coradi konstruiert wurde. Er beruht auf dem sog. Henricischen
Prinzipe, das die Koeffizienten @ und b durch partielle Integra-
tion umwandelt, es ist nimlich:

in 2n
a=‘/;c030d0=[ysin0:':”— sin fdy -
0 0

2n In
b =ﬁsin 0d6 = [— Y cos 0]:ﬂ+/;:os Ody.
0 ]
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Die Integrale erstre-
cken sich #iber die ganze
Periode, infolge dessen
fillt das erste Glied auf
der rechten Seite fort!)
und das rechts stehende
Integral hat eine wesent-
lich andere Form, als das
links stehende.

Das Instrument von
HenricibhatdurchSharp
und namentlich durch Co-
radi wesentliche Verbes-
serungen erfahren und ist
schlieBlich zu folgender
Gestalt gelangt:

Ein festes Gestell, des-
sen GrundriB ein langes
Rechteck ist, ruht mit drei
Rollen auf der Zeichen-
ebene. Eine von ihnen,
vorn in der Mitte gelegen,
dient nur als Stiitze, die
beiden anderen sind an
den Enden einer langen
Achse angebracht. Wir
bezeichnen sie als Haupt-

1) Dies ist nur dann
nicht der Fall, wenn die Or-
dinate einen Sprung macht,
also wenn die Kurve eine
Unstetigkeitsstelle besitzt.
Seien in diesem Falle die
zu einem Abszissenwerte x
gehdrenden Kurvenpunkte
P, und P, mit den Ordina-
ten y, und y," und 6’ der zu-
gehbnge ert von 6, so tritt

ei @ hinzu: (y, —y,") 8in@’,
bei b hinzu: (y,"—y,) cos 6",
Fir 6'= 0 oder 2x wird
der erste Ausdruck null.

‘gL ‘B
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achse und wihlen ihre Richtung als z-Achse, so daB das Instru-
ment in der Richtung der Ordinaten y rollt. Bewegt es sich um
ein Stiick dy, so drehen sich die Rollen um dp = pdy, wo p ein
Proportionalitatsfaktor ist. Auf der Hauptachse sitzt eine Anzahl
unter einander gleicher walzenformiger Zylinder O (in der Figur ist
nur einer gezeichnet), éiber deren jedem ein Integrator mit vertikaler
Achse angebracht ist, der je einen der Koeffizienten a,, b, liefert.
Die geometrischen Mittellinien dieser Vertikalachsen schneiden
simtlich die Hauptachse und zwischen diesen Vertikalachsen oder
Zapfen, wie wir sie nennen wollen und den walzenfSrmigen
horizontal liegenden Zylindern liegt jedesmal eine Glaskugel G-
Die Zapfen C sind in dem hinteren erhéhten Rahmen s befestigt.

Bevor wir die Integratoren eingehender beschreiben, betrachten
wir die Vorrichtung, welche eine Drehung der Zapfen bewirkt.
Entlang der Vorderseite P des Rahmengestells léuft ein Wagen W,
an' dem der Fahrstift F befestigt ist, der einen Weg gleich der
Basis u der gezeichneten Kurven durchlaufen kann, die also den Di-
mensionen des Instruments angepaBt werden muB. An dem Wagen
ist oben ein Silberdraht befestigt, der auf der Vorderseite des
Rahmens entlang gespannt ist und, iber zwei horizontale Fiih-
rungsrollen ! an beiden Enden des Apparats geftihrt, sich um kleine
Scheiben H schlingt, die ebenfalls horizontal oben auf den Zapfen
befestigt sind. Durch passende Wahl der Durchmesser dieser
Scheiben wird es erreicht, daB sich der Zapfen x-mal um seine Achse
dreht, wenn der Stift die ganze Basis durchlduft. Die Durchmesser
dieser Schnurscheiben verhalten sich wie 1:3:1 usf. Wenn sich
. also der Fahrstift um x bewegt, so drehen sich die Scheiben um

9, 39, 59 usf,, wenn 9 = 2%‘” ist.

Mit jedem Zapfen ist unten ein horizontaler viereckiger Rahmen
verbunden (Fig. 73). Zwei Seiten desselben werden von den Achsen
zweier Integrierrollen R, R, (Fig. 74) gebildet, welche die er-
wihnte, im Innern des Rahmens liegende Glaskugel G beriihren,
die von der dem Schnitt L der Rollenachsen gegeniiberliegenden Ecke
aus durch eine Fihrungsrolle » an die Integrierrollen angedrtickt
wird.!) Bewegt sich der Fahrstift in der Richtung der z-Achse
bis zum Punkte z, so dreht sich die Zapfenscheibe mit dem Radius

-

1) Die Anordnung der Kugel mit zwei MeBrollen riihrt von Max
Kiintzel, Markscheider in Charlottenhof bei Konigshiitte O/S her.



50. Analysator von Sharp. * . 143

% um %@ (in der Figur mit kw¢ bezeichnet, mit ¢ die 2z-Achse) und

die Integrierrolle R, bildet, wenn sie vorher der z Achse parallel
war, jetzt den Winkel x® mit ihr; die Ebene der Integrierrolle Ry
wird den Winkel 90° + %8 mit der z-Achse einschlieBen. Wird der
Apparat um dy fortgerollt,

so wird die Drehung der t«_ O N
Zylinderwalze pdy sich der e [ X

Kugel mitteilen, die dem- kat/- @ He

nach cdy sei, und die Inte- —---*- A .
grierrollen werden, da die /

Kugel sich senkrecht zur z- '," O e

Achse um einen dieser par-
allelen Durchmesser dreht,
sichproportional cdy cosx &
bzw. cdy sin 9 drehen. Bei
einer Bewegung des Fahrstifts lings der Kurve werden daher von
den Registrierrollen die Koeffizienten

Fig. 4.

a,,=¢fjdycosn0 und b,=cfdysinxd

geliefert. Um nicht zu viele Integratoren nétig zu machen, sind an
jedem Zapfen mehrere Schnurscheiben von verschiedenem Durch-
messer vorgesehen, {iber welche der Silberdraht gefihrt werden
kann.')

50. Analysator von Sharp. Der Analysator von Sharp hat
wiederum ein auf drei Rollen laufendes Gestell, das aber im Grund-
risse die Gestalt eines doppelten U hat (Fig. 75). Die Enden der drei
Arme liegen in gerader Linie, die Richtung der Arme wihlen wir als
Richtung der Abszissen (in der Figur t). An den Enden der beiden
duBeren Arme F befinden sich Rollen W, , Wy, W, von verschiedenem
Durchmesser im Verhaltnis 1: } : § usf,, die auf der Papierebene oder

1) Wenn die Achsen der Zapfen nicht iiber den Kugelmittel-
punkten M liegen, so entstehen Fehler, die sich aber durch Befahren
der Kurve in entgegengesetzter Richtung eliminieren lassen. Beziig-
lich aller Einzelheiten der Konstruktion, der Behandlung des Instru-
ments und der Fehlertheorie muB auf die eingehende Theorie des
harmonischen Analysators von Dr. L. Grabowski (Sitzungsberichte der
math. naturw. Klasse der K. Akademie der Wissenschaften in Wien,
Bd. 110, Abt. ITa, S. 717—889, Wien 1901) verwiesen werden. Das
dort mitgeteilte Beispiel zeigt, wie die Resultate durch Anbringung
von Korrektionen wesentlich verbessert werden. T
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auf Leisten laufen. An dem riickwiirts verlingerten Mittelarm sitzt
noch eine Stiitzrolle W. An seinem Ende M trigt dieser Mittelarm
eine Scheibe D, , die sich durch Zahnradiibertragung bei der Bewe-
gung des Apparats um das ganze Abszissenintervall ¥ einmal herum-
dreht (bei Anwendung der Rollen mit dem gréBten Durchmesser,

bzw. xmal bei den Rollen vom Durchmesser %) Bei einer Be-
wegung des Instruments um z dreht sie sich um & = 27” z (bei

Verwendung der Rollen mit dem Durchmesser % um x9).

Auf dem la,ngen Rahmen, an dem die drei Arme sitzen, be-
wegt slch auf einer Schiene S ein Wagen in der Richtung der y-

Achse, der einen Arm G trigt, der
F 8 den vorigen parallel liegt, Dieser
W Arm fiihrt einen Zeichenstift N,
- W, der auf einer, wie wir gleich
D,
I” ‘:‘I m
YA O\
DS :‘ ,-,.—_-,:.‘-::‘:“r“:: ; ;
et (}\i‘: ! ",‘ "l 7
~ B g
w,

T S Fig. 15,

sehen werden, mit der bereits genannten Scheibe D, sich drehenden
Scheibe Dy zeichnet und in seiner Rickverlingerung den Fahr-
stift P, der entlang der gegebenen Kurve gefiihrt wird. Weil nim-
lich die Scheibe D, fest sitzt, und der Wagen sich in der y-Rich-
tung bewegt, so muBte eine in gewissen Grenzen mit dem Schreib-
stift N mitgehende Scheibe angebracht werden. Deshalb ist auf
D, lings eines Durchmessers eine Fiihrungsleiste angebracht, die in
eine entsprechende Nut lings des Durchmessers einer zweiten
Scheibe D, eingreift. In derselben Weise steht mit Dy eine dritte
Scheibe Dy in Verbindung. Dj trigt auf der Unterseite eine Fiih-
rungsleiste, die in einer auf D, befindlichen, zur anderen senk-
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recht verlaufenden Nut sich verschiebt. Da nun neben dem Zeichen-
stift eine Friktionsrolle Ry an dem beweglichen Arm angebracht
ist, welche die mit Papier iiberzogene Scheibe Dy im Beriihrungs-
punkte festhdlt, so dreht sich Dy um diesen Punkt um denselben
Winkel & bzw. x &, wie die Scheibe D,, wenn das Instrument um
eine Strecke 2 (Richtung ¢ in der Figur) fortrollt. Wenn dagegen
der Wagen um dy bewegt wird, so rollt das Friktionsridchen, und
mit ihm bewegt sich der Zeichenstift um diesen Betrag. Hat man
in der Anfangslage der Scheibe D; Parallele zur z- und y-Achse
gezogen, so hat sich dieses Koordinatenkreuz um & gedreht, daher
sind die Komponenten von dy, abgesehen vom Vorzeichen cos 9dy
und sin #dy und bei Durchfahrung der ganzen Kurve erhilt man

ﬁos ddy undﬁin ddy bzw. a, =f;:os x9dy und b,,=.[;inn'9dy

bei Einschaltung der Rollen mit dem Durchmesser % . Die Ver-

bindungsgerade des Anfangs- und Endpunkts der auf der Scheibe
dargestellten Kurve liefert dann die Periode y, und die Ampli-

tude 4, durch
Z—" =tgy, und i, =Val+b}

x
und damit die Koeffizienten bei der Darstellung der Kurve in der

Form: i=ﬂ,sin‘(u8+yx), wo b, =4 siny,, a,=i,cosy, ist.

51. Priigisionsinstrument von Som-
merfeld und Wiechert. Ein Priizisionsin-
strument ist derharmonische Analysator
von A. Sommerfeld und E. Wiechert,
konstruiert von Volkmann und Gross in
Konigsberg i/P., 1890.1)

Die Maschine besteht in den Hauptteilen
aus einem horizontal liegenden Zylinder a bed
(Fig. 76), der erstens um seine Umdrehungs-
achse und zweitens-um eine Vertikalachse C,
die wir Konstruktionsachse nennen, drehbar
ist. Parallel der Konstruktionsachse ist die
sogenannte Integrationsachse J angebracht,
um die sich eine horizontale kreisfSrmige

1) Sitzungsberichte der physik.-Skonomischen Gesellsch. zu K6nigs-
berg, Bd. 82, 8. 28, 1891.

Galle: Mathematische Instrumente. 10
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Scheibe dreht. Wenn sich der Zylinder um seine Rotationsachse
um einen Winkel & dreht, so dreht sich die Scheibe um denselben
Winkel, und gleichzeitig dreht sich durch eine noch zu erwihnende
Vorrichtung der Zylinder um die Konstruktionsachse, also im azi-
mutalen Sinne, um den Winkel k9. Die gegebene Kurve ist auf
dem mit Papier fiberspannten Zylinder aufgezeichnet.!) Die bei
seiner Drehung jeweilig oberste Mantellinie wird durch einen léngs
derselben gespannten Faden ef markiert. Derjenige Punkt P der
Kurve, der unter diesen Faden kommt, wird mittels eines andern
ebenfalls horizontal liegenden Fadens gh eingestellt. Dieser Ein-
stellfaden 188t sich durch einen Schieber (Wagen ik) parallel ver-
stellen. Am Ende des Schiebers befindet sich eine Integrierrolle (r),
deren Achse der Verschiebungsrichtung parallel ist. Die Rolle liegt

auf der Scheibe auf und verschiebt sich léngs eines Durchmessers-

derselben. Bei der Einstellung des beweglichen Fadens g'2" auf
die z-Achse der Kurve, die einen dem Grundkreis des Zylinders
parallelen Kreis bildet, beriihrt die Rolle die Scheibe im Mittel-
punkt. Der Abstand des Beriihrungspunkts der Rolle vom Mittel-
punkt der Scheibe miBt also ycos k9 oder ysinkd, je nachdem

die Zylinderachse den Winkel JOP=kd oder - — k& mit

der Schieberrichtung einschlieBt, wobei & der der Abszisse z ent-
sprechende Winkel, 9 = 2—:'” , ist, und % den Umfang des Zylinders
bezeichnet. Bei einer Winkeldnderung d-3, welche sowohl die Um-
drehungsbewegung des Zylinders, wie die der Scheibe betrifft, wird
daher die Rolle den Weg y cos k& - 49 oder y sin k9 - d & abwickeln;
bei einer vollen Umdrehung-des Zylinders um seine Achse erhilt
man als Ablesungen der Integrationsrolle

2n 2n

a,= | ycoskddd bzw. b, = | ysin k&dd.
0 0

1) Die Kurve kann von dem Apparate selbst aufgezeichnet wer-
den; zu diesem Zwecke wird die Zylinderachse der Schieberrichtung
parallel gestellt. Am Schieber wird ein Zeichenstift angebracht, dem
man mit Hilfe einer Skala eine der y-Koordinate entsprechende Stel-

lung geben kann. Gleichzeitig wird dem Zylinder eine wachsenden

Abszissen z entsprechende Drehung erteilt und der Zeichenstift herun-
tergedriickt. Dieser zeichnet durch eine ihm erteilte Rotationsbewegung
einen kleinen Kreis, dessen Mittelpunkt unabhingig von einer etwa
vorhandenen Exzentrizitit des Stifts den richtigen kt bezeichnet.

i
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Die Drehung des Zylinders im azimutalen Sinne beruht auf fol-
gender Einrichtung (Fig. 77): Die vertikale Achse, um die sich der
Zylinder dreht und die mit der Konstruktionsachse C zusammenf3llt,
ist zugleich Achse eines in der Nihe ihres unteren Endes ange-
brachten horizontalen Rades r,, dessen Radius wir ebenso be-
zeichnen, wie auch im folgenden entsprechend bei anderen Ridern.
Sie rubt mit ihrem unteren Ende auf dem Boden einer Kapsel K,
die ihrerseits mit einer Kernspitze in einem Block G- drehbar an-
gebracht ist. Diese Kapsel weitet ’
sich nach oben in einen Kreisring
T aus, auf dessen horizontaler glat-
ter Flache ein Stahlrad S im Kreise
um die Achse C lduft. Mit diesem
duBeren System, zu dem die Kapsel
gehort, schwingt sich ein an ibr an-
gebrachtes Gehiuse H mit herum,
in das ein Riderpaar rgr, mit verti-
kaler Achse eingesetzt werden kann.
Das eine Rad r, dieses Paares be-
rithrt das Rad r; durch Reibemg?),
withrend das andere tiefer liegende
Rad r; dem kreisférmig abgeschliffenen ‘Blocke G mit dem Ra-
dius rg gegentiber liegt.

Wird dem H#uBeren System eine Drehbewegung um die Kon-
struktionsachse um einen Winkel g erteilt, so legt der Beriihrungs-
punkt des Rades r; den Weg r,¢p am kreisformigen Rande des
Blockes G zuriick, wobei rg eine Drehung um den Winkel y er-
fihrt und rgy =1y ist. Mithin dreht sich das auf derselben Achse
mit 7y sitzende Rad r, ebenfalls um %, und ein Punkt seines Um-
fangs beschreibt den Weg r,4. Da aber auBerdem das ganze #uBere
System sich gleichzeitig um den Winkel ¢ um die Konstruktions-
achse gedreht hat, so beschreibt der Beriihrungspunkt des Rades r,
mit dem Rade r, im ganzen den Bogen r,7 4+ r,p, und diesem
Bogen ist der von dem Beriihrungspunkte des Rades r, infolge der
Reibung zuriickgelegte Weg gleich:

Fig. 77.

ny=rg+ne,

1) Es sind nirgends Zahnriider, sondern iiberall Reibungsriider
zur Anwendung gekommen.

10*
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‘Ip T‘ ——‘ 3 + Q= (1 + 2 ‘)

Bei der Drehung P des inneren Systems und damit auch des
Zylinders um die Achse C liuft das Stahlrad S auf dem Ringe,
und wenn R der Radius dieses Ringes ist, so legt sein Beriihrungs-
punkt den Weg R(y — o) zuriick, da ja der Ring sich mit dem
#uBeren System um dieselbe Achse dreht. Das Rad wird da-
bei den Bogen S& abwickeln, Nun sitzt § auf der Umdrehungsachse
des Zylinders, der daher um denselben Winkel & rotiert. Er wird
durch die Gleichung bestimmt:

Ta?y

o= Fw—0)=Erl.

Wird umgekehrt dem Zylinder eine Drehung um seine Um-
drehungsachse um den Winkel & erteilt, so kann man die Di-
mensionen der Rider so wihlen, daB die horizontale Drehung des
Zylinders um die Konstruktionsachse

o= S5m0 —1o
wird. Auch 148t sich R durch eine mikrometrische Einstellung M
innerhalb enger Grenzen #ndern. Fiir die verschiedenen Koeffi-
zienten werden andere Riderpaare ryr, eingesetzt und statt ry sind
im ganzen drei Radscheiben vorhanden, aus denen sich der Block
G terrassenférmig aufbaut.

52. Analysator von Michelson und Stratton. Der Analysa-
tor von Michelson und Stratton (Fig. 78) dient den beiden Auf-
gaben, die Kurve zu einer gegebenen Fourierschen Reihe zu zeich-
nen und zu einer gegebenen Kurve die Koeffizienten zu finden.

Eine Achse D trigt n (— 80) Zahnrider, denen n (= 80)
Exzenter A gegeniiberstehen, in die sie eingreifen. Wir betrachten
(s. Fig. 79) nur ein Zahnrad und einen Exzenter, der bei einer
Umdrehung der Achse » Umdrehungen machen moge. Die Bewe-
gung des Exzenters wird durch den Hebel B auf die Stange R und
auf den Punkt x ibertragen. Dabei ist die Linge d des Hebel-
arms regulierbar. Die auf- und abgehende Bewegung von x ist
dann proportional ¢, = d, 8in &, wenn & der Drehungswinkel des
Zahnrads ist. Jeder der 80 Punkte z ist durch je eine, bei allen
gleiche Spiralfeder s mit je einem Hebelarm % verbunden, der an
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einemlangen Hohl
C, der auf zwei Sc
ruht, senkrecht
sen Achse angebr:
Durch eine ander
8, welche an einen
iiberstehenden H
wirkt und den siir
Federn s das G
wicht halt, wird d
bewegung des Z
gedimpft. Der 1
trigt einen Draht
den die Bewegung
linders auf eine |
federiibertragen w
che aufeiner tafelfi
Scheibe: die Kur
zeichnet. Diese
verschiebt sich |
vollen Umdre-
hung von Dum
das Abszissen-
intervall w.

Sind 7 und
L die natiir-
lichen L#ngen
der Federn s
und § und
werden ihnen
durch Dre-
hungderZahn-
radachse Ver-
lingerungen z
bzw. y erteilt, so sind ihre Zugkriifte

Fig. 18.

=l0+15) P=T(L+y)

worin e und E die Krifte fiir ihre natiirlichen Lingen sind (z, =0,
y =0). Ist a der Hebelarm der kleinen Federn, b der Hebelarm
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der groBen Feder, so wird Gleichgewicht eintreten, wenn a Zp = b P
ist oder J— E._ .
aT (l+x,)=bZ(L+y).

Hierbei setzt sich z, aus zwei Teilen zusammen, der Verschiebung 2,
des Aufhéngungspunktes der Feder und der durch die Wirkung der
groBen Feder bewirkten Verkiirzung &, die proportional der Ver-
lingerung y der groBen Feder gesetzt werden kann, so da8

z a
lo— i 8 §= Y
u Yam\ wird. "Dann folgt
o e a E
/ a-l" (l+ﬂx—-b—y)=bL“(L+y).
x=1
Im Anfangszustand ist nae = bE, also
v wird?)
R y = Zz,
T T ey
n(z+73)

2, stellt aber die harmonische Be-
wegung des Punktes
« dar: ¢,=—d, sinx9
Wenn man alsod,=a,
macht, so erhilt man
firx=1,...n: Xz, =

der sinus-Glieder der
Fourierschen Reihe.
Macht man die Achse
D mit ihren einen Konus bildenden Zahnridern frei, so kann man
mit Hilfe eines langen Getriebes alle Exzenter auf einmal um 90°
drehen und erhilt dann, wenn man d, =b, (x = 1...n) macht,

1 /2l Xz, n a L4ty
D (T -1y =7
Hier ist X1 =nl, also
2z, 1a l a Zz,

ZXa,sinxd,die Summe.
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Ze,/=XZb,cosx®. Man erhilt auf einmal entweder nur eine sinus-
oder eine cosinus-Reihe.
.y ist aber Z¢, proportional, und die Bewegung des Zeichen-
stiftes ist mit y proportional, mithin erhilt man bei passenden Ab-
messungen des Apparats das Bild der durch a, oder b, gegebenen
Kurve.

Soll dagegen eine gegebene Kurve analysiert werden, so nimmt
die Aufgabe im vorliegenden Falle folgende Form an: Es sind a
und b, zu bestimmen aus den Gleichungen (5) S. 133:

x

3n 2n
na, = »y,co8%x0,, nb = Dy,sinxb,, x=1...n,
=1 =1 ’
wobei 0, = 377, ist. Wir teilen das Abszissenintervall » der ge-

gebenen Kurve in 2n = 80 gleiche Teile, so daB

2

— =0 (A=1,2...80)

wird und errichten in den Teilpunkten die Osdinaten y,. Diesen
machen wir die 80 Hebelarme gleich: d, = y; und zeichnen durch
Drehung der Kurbel der Zahnriderwelle D die zugehdrigen Kur-
ven, deren Ordinaten wir zum Unterschied mit # und ¢’ bezeichnen.
Wir erhalten dann entsprechend den Gleichungen (4) S. 133:

80 80
2 ’ . 27
g, = ﬂdx cos (ul 8—:), T = E d, sm(nl '8%) .
x=1 x=1
Hier kdnnen wir offenbar % und 1 vertauschen, also auch schreiben:
80 .
® ’ . k4
2= >y,cos (n). 4—0), 2, = >y,sin (nl. 4—0) ’

=1 =

d.h. es ist 2z, = 40a,, 2;"= 40b,. Wenn wir also filr die zuletzt
erhaltenen Kurven das einer vollen Periode entsprechende Abszissen-
intervall wiederum in 80 Teile teilen, so ist die zum A*® Teil-
punkte gehdrige Ordinate z, bzw. z,” das 40 fache des gesuchten
Koeffizienten a, bzw. b,.

Dieser Apparat wird seine Anwendung finden, wenn es nicht
auf &uBerste Genauigkeit ankommt, sondern Fehler von 1 bis 2 %,
gestattet sind. Dafiir liefert er in schnellster Weise die Kurven mit
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Beriicksichtigung der Glieder vom 80 fachen Winkel und es lieBe
sioh diese Zahl noch leicht vermehren.

58. Apparat von Terada gur Analyse und Synthese von
Schwingungen. Der Analysator von Terada, der zwar auch
zur Analyse von gegebenen Kurven benutzt werden kann, dient
in erster Linie zwei anderen Aufgaben, néimlich erstlich zu einer
gegebenen Kurve, fiir deren Grundschwingung Amplitude und
Periode bekannt sind (so daB man sie an den Skalen deg Appa-
rates einstellen kann), die Kurve der Oberschwingungen zu zeich-
nen und zweitens aus den einzelnen gegebenen Schwingungen die

zusammengesetzte Kurve dar-
zustellen.
Wir denken uns zunichst
eine vom Punkte B (Fig. 80)
durchlaufene Kurve gegeben
und fiir diesen Punkt die Or-
dinate BA gezogen, dann
er— wird ein dreiteiliges Gelenk-

. ... system, welches in B und 4

=~ Fihrungs- bzw. Zeichenstifte
triigt, entlang der Kurve ge-
filhrt und der Apparat sorgt
A dafiir, daB B A stets mit den

T Ordinaten von B zusammen-

Fig. 80. fillt. Dem Mittelpunkte C des

Gelenksystems wird nun eine

vorgeschriebene harmonische Bewegung (Sinuskurve) mit Hilfe des

Apparates erteilt. Da die Dreiecke, die das Gelenksystem mit der

Ordinate bildet, gleichschenklig sind, so sind sie mit Riicksicht auf

die Gleichheit der Winkel bei C auch in Jedem Augenblicke kon-
gruent.

Sind also in den drei Kurven die Ordinaten

09_1
des Punktes B Y, = by + b, sin & +Z b, sinx@
) x=2
b b, .
” » c Y = '2'9 + ;Slnﬂ
” ” A Ys3»

so ist wegen

N
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Ys— Y% =Y — Y .
Ys =2y, — ¥y, = —Zb, sin %9,
x=3

d. h. der Btift A zeichnet das Spiegelbild der Oberschwingungen.
Man kann das Verfahren wiederholen und andere Oberschwingun-
gen eliminieren, indem man z. B. bei C das Glied mit sin 28 hin-
zunimmt. Auch kann man eine MaBstabéinderung fiir y, erhalten,
wenn man BC:CA = 1:p macht, und dasselbe Verhiltnis. ent-
sprechender Seiten der beiden Dreiecke durch Verschieben der Ge-
lenke berstellt, ferner dem Punkte C die Bewegung

©w .
vr= g7 (0 + bysind)
erteilt. Dann wird wegen

Y5 — Y3 = p(y3 — %))
Ys = (P + 1)ys — pyy,

Yg=— prx sin x 9.

Der Apparat besteht aus zwei Zeichenblscken (Fig. 81), welche
die in derselben Ebene liegenden Blitter fiir die von A und B be-
schriebenen Kurven tragen. Zwischen beiden befindet sich ein Wa-
gen K, der sich auf Schienen bewegt, die der z-Achse parallel
laufen. Dieser Wagen triigt einen Konus W, dessen Spitze nach
unten gerichtet ist und der an der einen verstellbaren Schiene R,
anliegt. Je nachdem diese Schiene, den Konus beriihrend, hinauf
oder hinunter geschoben wird, erzielt man eine schnellere oder
langsamere Umdrehung des Konus bei Bewegung des Wagens.
Die Einstellung dieser Schiene wird daher die Periode bestimmen,
in der sich ein oben auf dem Konus befindlicher Stift P um die
Achse des Konus herumdreht. Dieser Stift kann nun in verschie-
dene Entfernung von der Achse gestellt werden, wodurch die
Amplitude der durch ihn hervorgerufenen Bewegung des Punktes C
bestimmt wird. Dieser Stift wird n#mlich in dem der z-Achse pa-
rallelen Schlitz eines in der Richtung der y-Achse beweglichen
Schlittens S gefihrt. Bei der Drehung des Stiftes um die Konus-
achse filhrt der Schlitten die Verschiebungen aus, welche die Pro-

also
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jektion des Punktes P auf die y-Achse erfihrt, und da der Punkt
C mit ihm fest verbunden ist, so fiihrt C ebenfalls eine harmonische
Bewegung in der Richtung der y-Achse aus. Die Stifte 4 und B
werden auch in der Richtung der y-Achse durch Schienen ge-
fihrt, die mit dem Wagen fest verbunden sind. Die Gelenkver-

Fig. 81.

bindung JJ besteht in der oben beschriebenen Weise zwischen B, C
und 4. Die Gelenke selbst werden durch Schrauben gebildet, die
durch Schlitze gefiihrt und in diesen verstellbar sind.

Die zweite der genannten Aufgaben 148t sich folgendermaBen
16sen. Man fiihrt 4 auf einer Parallelen zur z-Achse, dann be-
schreibt B eine Sinuslinie (deren Amplitude und Periode an der
Schiene R, und dem Stifte S eingestellt werden muB8). Man bringt
diese Sinuslinie unter A und stellt Amplitude und Periode der
-ersten Oberschwingung ein, so erhilt man unter B die aus beiden
Schwingungen zusammengesetzte und kann in dieser Weise fort-
fahren.

IX. Abschnitt.
Integraphen.

54. Grundlagen. Bei den in den voranstehenden Abschnitten
behandelten Integrierapparaten wurden bestimmte Integrale zwi-
schen gegebenen Grenzen erhalten, die Integraphen geben auch
unbestimmte Integrale, indem sie, und dies ist ihr wesentlicher
Unterschied, die Integralkurve graphisch aufzeichnen.
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Wir nehmen an, die gegebene Kurve, die wir als Differential-
kurve bezeichnen, habe die Gleichung y = f(z), dann bezeichnen
wir als Integralkurve die durch die Gleichung

Y =ff(x)dz + € = F(z) + C

definierte Kurve.

Wir denken uns beide Kurven auf rechtwinklige Koordinaten-
systeme mit derselben y-Achse und parallelen z-Achsen, die um
C von einander abstehen, bezogen (0,0, = C). Die Gleichung fir
Y zeigt, wenn wir das Integral zwischen bestimmten Grenzen
(z. B. 2, fur den Punkt O, und z; fir den Punkt C) nehmen, daB
die Ordinate (BC) eines "Punktes (B) der
Integralkurve den Inhalt der von der Diffe-
rentialkurve, demselben Abszissenintervall
und den zugehdrigen Ordinaten begrenzten
Fliche miBt. Wir wihlen eine passende
Strecke in der z-Achse als Li#ngeneinheit,
z.B. CD und tragen sie von dem Ordinaten-

fuBpunkt C der Punkte 4 und B nach riick- ¢ 0:D c
wiirts ab, dann schlieBt die Verbindungslinie Hg. 82.

DA, die wir die Direktrix der Kurve f(z) im Punkte A nennen,
mit der z-Achse einen Winkel ¢ ein, der durch tgp=y bestimmt
ist, da ja DC =1 angenommen ist.

Andererseits 1st %— =f(x) = y = tgp, d. h. die Tangente der

Integralkurve in einem Punkte B (x, Y) schlieBt mit der z-Achse
denselben Winkel ¢ ein und ist daher der Direktrix in dem Punkte 4,
der auf der Ordinate von B liegt, parallel. Diese Eigenschaft kommt
simtlichen Integralkurven zu, deren es wegen der willkiirlichen
Konstante C unendlich viele gibt. Denkt man sich das Koordi-
natensystem so verschoben, daB der Anfangspunkt der Differential-
kurve mit dem Koordinatenanfange zusammenfillt, so daB also
in diesem Punkte y = O ist, so wird ¥ = C, und damit ist ftr
einen gegebenen Wert von C die Lage der Integralkurve bestimmt.
Ferner wird fir jeden Schnittpunkt der Differentialkurve mit der
z-Achse y =0 und damit @ = O, mithin ist in dem zu derselben
Abszisse gehdrenden Punkte der Integralkurve die Tangente der

z-Achse parallel, und die Bedingung ';—f = O driickt gleichzeitig
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aus, daB die Ordinate der Integralkurve ein Maximum oder Mini-
mum erreicht. o

Erreicht die Ordinate der Differentialkurve ein Maximum oder

. ay

-'to- 0. Dann wu'd Ei

s . dy
Minimum, so ist ‘ iz e 0, also hat

z=
die Integralkurve im allgemeinen einen Wendepunkt.
Ist ein Stick der Differentialkurve eine Parallele y = b zur

z-Achse, so ist % =tgp=20 und Y = bz + ¢ die Gleichung
des entsprechenden Stilckes der Integralkurve, die eine unter dem
Winkel ¢ = arctg b geneigte Gerade darstellt. Ist umgekehrt die
Differentialkurve eine geneigte Gerade y —ax -+ b, so ist ¥ =
-;— 2¥+ bz + ¢, also die Integralkurve eine Parabel. Wenn man

daher die Differentialkurve aus kleinen geraden Linienelementen
entstehen 14B8t, also als einen Polygonzug ansieht, so wird die
danach gezeichnete Integralkurve sich aus kleinen Parabelelementen
zusammensetzen.

Ist die Differentialkurve ein Kreis, mit der Gleichung

(@—af +(@—0=r

iy _a—x

dz~ y—b’
. . 4 |dYY .
FﬁrdlePunktea:=a,y=bj:rw1rd|a? = 0. Die Inte-
x=a

gralkurve hat jedesmal einen Wendepunkt, wenn die Tangente
der Differentialkurve der z-Achse parallel ist. Wenn die Tangente
der Differentialkurve der y-Achse parallel ist, was in den Punkten
y=2>, z = a % r stattfindet, so wird

80 ist

BY|

d
—y =00, p = 900 und a? lrcatr

dx

== m;

in diesem Falle hat die Integralkurve eine Spitze. Es sei noch
bemerkt, daB die Integralkurve keine Strecken enthilt, die der
y-Achse parallel sind, weil fir %= oo auch y= 0o sein
wiirde. )

1) D'O ca%ne gibt eine einfache Konstruktion fiir den Kriimmungs-
radiue r der Integralkurve an. Es seien 4 und B die derselben
Abszisse entsprechenden Punkte der Differential- und Integralkurve,
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56. Instrument von Abdank-Abakanowiesz. Zuerst hat
das Prinzip eines Integraphen Coriolis angegeben (1836), spiter
haben sich Zmurko (1861), J. Thomson und Cayley (1876
und 1877) damit besch#ftigt, 1878 haben Abdank-Abakanowicz
und ziemlich gleichzeitig Boys Integraphen konstruiert. Wir gehen
nur auf die neuere Form ein, welche Coradi dem Instrument von
Abdank-Abakanowicz gegeben hat, dessen Konstruktion der Er-
finder nicht mehr erlebt hat.

Das Instrument besteht aus einem rechteckigen Rahmen, dessen
lange Seiten L und L’ (Fig. 84) bei dem gréBeren Modell etwa 52,
bei dem kleineren 27 cm lang sind und als Schienen fiir zwei
Wagen,den Differentialwagen Wund den Integralwagen W*

AT die Tangente der Differentialkurve und C T'= ¢ ihre Subtangente,
@ wie frither der Winkel der Tangente B E der Integralkurve mit der
x-Achse oder auch der Direktrix DA der Differentialkurve, so ist

¢ = y:—;l-; oder wegen 8 .
ay p
iz = tgp = y auch

dz
o—tgtpd—y. Wenn dS s

das Bogenelement der
Integralkurve bezeich- (3 Jé

§ X
net, ist rag—s und E 0 C'
cospdS=dz. Da fer- P

ner sec’pdo =dy ist,

so ergibt sich Fig. 88.
r= s seclp = dz sec’@=——— - oder ¢=rsingcos’y. -
dy*° %= 3y ? " sing cos’y - P cos’g-

Man errichte in B senkrecht zur Tangente B E die Normale der
Integralkurve, welche in S die Ordinate von I' schneide. In S er-
richte man wiederum eine Senkrechte SR auf SB, deren Schnitt-
punkt mit der Ordinate CB in R sei. Eine Parallele RQ zur z-Achse
trifft die Normale BS im Punkte Q, dem geeuchten Krimmungsmittel-
punkt. In der Tat ist, wenn wir noch die Parallele F'S==¢ ziehen,

BF =octgg, FR=o0tgo,
BR=o(tgp+ ctgy)

BQ— BR __ 6 .
" cosp singcosiy

also

und
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dienen. Der Rahmen selbst ruht auf zwei an seinen beiden schmalen
Enden angebrachten Rollen r, wihrend als dritter Stiitzpunkt ein
mit dem Differentialwagen verbundener Fahrstift ¢ bzw. eine seit-
lich neben ihm angebrachte Stiitze s dient. Das Instrument hat
also insoweit eine gewisse Ahnlichkeit mit dem Coradischen Roll-
planimeter (vgl. Fig. 50 u. 53). Die Bewegung auf den Rollen findet
senkrecht zur Schienenrichtung in gerader Linie statt, die wir als
Abszissenrichtung whhlen. Jeder der beiden auf den Schienen lan-
fenden Wagen wird auf zwei hintereinander in einer Nut rollenden
Rudchen bewegt. Wihrend der Differentialwagen, wie erwiihnt, an
einem in der Lénge innerhalb gewisser Grenzen verstellbaren, senk-
recht zur Schiene gerichteten Arme B den Fahrstift trigt, ist mit
dem Integralwagen ein Zeichenstift ¥ verbunden. Der Arm A des-
selben ist unter den Schienen nach vorn durchgefiihrt, so daB
dieser Stift, ebenso wie der andere von dem Beobachter im Auge
behalten wird. Auch dieser Arm hat die Richtung der z-Achse.
Mit dem Integralarm ist nun in einem um eine senkrechte Achse
drehbaren Rahmen C die scharfkantige Rolle ¢ verbunden, welche
auf der Zeichenebene rollend die Integralkurve beschreibt. Damit
dieses Rad in jedem Augenblick die Richtung der Tangente der
Integralkurve einnimmt, ist folgende Eirfichtung getroffen. Um
eine in der Mitte des Instruments befindliche feste Achse ist eine
Schiene D drehbar, und zwar so, daB sie sich in einem Lager g,
das mit dieser Achse verbunden ist, frei hin- und herschieben la8t.
Ihr eines Ende fst an einem Punkt.e M des Differentialwagens
drehbar befestigt, von dem wir zunéichst annehmen wollen, daB
er auf der Differentialkurve gefiihrt wird. (Er entspricht also
dem Punkte A4 in Figur 82, wiihrend der Drehpunkt der Schiene
in der Mitte des Instruments den Punkt D darstellt, die Abszissen-
differenz beider Punkte ist konstant und stellt die als Einheit
gewthlte Strecke CD dar.) Auf der Direktrixschiene D liuft
nun ein dritter Wagen W2 und dieser ist mit dem Rahmen, der
die Achse der Rolle ¢ hilt, durch ein Gelenkparallelogramm P
verbunden. Hierdurch wird die Ebene von i stets der Schiene D
und der Bewegungsrichtung des Wagens W? parallel gehalten.
Dadurch, daB nicht der Drehungspunkt M der Direktrixschiene
am Wagen W, sondern der senkrecht zur Bewegungsrichtung von
W stehende Differentialarm den Fabrstift trigt, tritt eine Ver-
schiebung der y-Achse der Differentialkurve ein. Ebenso zeichnet
nicht die Rolle ¢, sondern der um eine konstante Linge in der
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Richtung der z-Achse abstehende
Zeichenstift k die Integralkurve, wo-
durch auch diese in der Abszissen-
richtung verschoben erscheint. Eine
solche Verschiebung wird ferner da-
durch notwendig, daB die beiden
Stifte ¢ und % sich nicht gegenseitig
storen diirfen. Bringt man nim-
lich den Differentialwagen W in die
Mitte desInstruments, so da8 die Di-
rektrixschiene parallel der z-Achse
steht, so rollt der Wagen W? in
der Richtung der z-Achse und auch
die Rolle ¢ muB in dieser Richtung
rollen. Um dies aber zu ermdglichen,
wird der Wagen W!, mit dem die
Rolle ¢ fest verbunden ist, gezwun-
gen, ebenfalls in die Mitte des In-
struments zu rollen. Folglich be-
finden sich nicht nur ¢ und W? in
derselben Vertikalebene (die senk-
recht zur Léngserstreckung des In-
struments steht), sondern auch die
beiden Stifte. Der Differentialstift ¢
ist deshalb an einem etwas hoher
liegenden Arm angebracht und die-
ser Arm kann durch die Hiilse H
etwas verlingert werden, damit die
beiden Stifte sich nebeneinander be-
finden (um eine konstante Abszissen-
differenz von einander liegend). In
dieser Grundstellung beschreiben
bei Bewegung des ganzen Instru-
ments die beiden Stifte eine der z-
Achse parallele Gerade. Man unter-
sucht auf diese Weise vor Beginn
der Arbeit mit dem Instrument,
ob die Schienen die vorschrifts-
miBige Lage parallel zur y- Achse
haben.
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Will man eine vorgelegte Kurve integrieren, so 16st man den
Differentialwagen W, den man an jeder Stelle festklemmen kann,
und bringt den Fahrstift ¢ auf den Anfangspunkt der Kurve. Den
Integralwagen W? schiebt man dagegen moglichst weit zur Seite,
wo die Teilung ihren Anfangspunkt hat, an der man die Ordi-
naten Y ablesen kann. Wie weit diese Verschiebung moglich ist,
hingt von der Liingeneinheit ab, die sich in gewissen Grenzen
verindern 148t'), beim groBen Apparat zwichen 10 und 20 cm,
beim kleinen zwischen 4 und 12,5 cm. Jede Bewegung des Fahr-
stifts ¢ in der Richtung der z-Achse wird durch das Rollen des
ganzen Instrumentes auf den Rudern r, jede Bewegung in der
y-Achsenrichtung durch Verschiebung des Differentialwagens W auf
seiner Schiene L bewirkt. Bei letzterer Bewegung wird die Direk-
trixschiene um den festen Drehpunkt (unterhalb g) in der Mitte des
Instruments gedreht. Die Einstellung des Stiftes ¢ bzw. des Wa-
gens W in der y-Richtung bestimmt also die Richtung der Direktrix-
schiene D. Der Wagen W? bleibt dabei durch seine Verbindung
mit dem Rahmen C der Integrierrolle nahezu in unverinderter
Entfernung von diesem und rollt infolgedessen auf der Schiene D
bei ihrer Drehung. Das von W? gefiihrte Gelenkparallelogramm P
dreht nun den Rahmen C so, daB die Ebene der Rolle ¢ parallel
der Schiene D liegt. Wird diese Rolle durch Bewegung des In-
strumentes in der Abszissenrichtung in Drehung versetzt, so kann
sich ihre Drehungsebene nicht #ndern. Dadurch entsteht eine seit-
liche Komponente, welche die Rolle ¢ und damit den Stift # durch
Bewegung des Wagens W lings L' in der Ordinatenrichtung ver-
schiebt. :

Die Ausdehnung der gegebenen Kurve kann, wie man sieht,
in der z-Richtung beliebig groB sein, in der y-Richtung ist sie durch
die Abmessungen des Instruments (auf etwa 52 cm beim groBen
Modell) beschriinkt. %)

1) Der Differentialarm B triigt eine Teilung. Durch die Schraube
N 1aBt sich der vordere Drehpunkt der Direktrixschiene D ‘auf dem
Differentialarm verstellen, wodurch die Einheitsstrecke geiindert wer-
den kann,

2) Die Anwendungen des Instruments sind sehr zaklreich. Wir
geben nur einige Beispiele:

a) Aufldsung numerischer Gleichungen, z. B.:

z*— 2,502 4 1,762 — 0,142 — 0,12 =0.
Wir setzen
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56. Integrator von Pascal. Der wesentliche Punkt, durch
den sich der von Ernesto Pascal 1909 konstruierte Integra-
tore meccanico von dem vorhergehenden unterscheidet, Liegt in
dem Wegfall der festen Drehachse der Direktrixschiene. Im #ibri-

y=ua'*— 260x*+4 1,76 x* — 0,14z — 0,12 =y,

:_Z =42 — 7,502 + 8,622 — 0,14 =y
Z_;!_/,:; 122" — 162 4 8,62 =y,
%{=24x—15 =y,
%=24 ' =Y

Wir nehmen an, daB die Instruamentalkonstante, d. h. die Zahl, mit
der die Ordinate der Integralkurve multipliziert werden muB, um die
Fliche der Differentialkurve zwischen der z-Achse und der entspre-
chenden Ordinate zu erhalten, der Einheit gleich sei. Man nimmt
zuniichst als Differentialkurve die Gerade y, — 24, dann zeichnet der
Integralstift y, = 242+ C. Dann stellt man den Differentialwagen
80, daB filr =0 y=—15 ist und durchliuft die Gerade y, =
24z — 16. Man erhilt die Integralkurve y,. Indem man den Differen-
tialwagen so stellt, daB fir x ==0 y = -} 8,562 ist, integriert man die
erhaltene Kurve y, und so fort, bis man schlieBlich y, erhilt. Die
Schnittpunkte (y = 0) der zuletzt erhaltenen Kurve mit der z-Achse
liefern die Wurzeln der vorgelegten Gleichung:

x5, =—02, z,=-+405, x,=-10, z =412

b) Differentiation von Differentialgleichungen :—nz% = f™(x), wenn

die Gleichung durch eine Kurve gegeben ist. Man erhlt durch den
Apparat die n auf einander folgenden Integralkurven.
c) Bestimmung der Momente einer Fliche in bezug auf eine
(der y-Achse parallele) Achse.
a

E 4
Ist ﬁdw die gegebene Fliche, so ist ¥, =fydx die Fliche

0 )
der vorgelegten Kurve bis zur Ordinate in z,

a a =z a
Y,TfY,daz beﬁda:-dwj)ﬁydz

das statische Moment der Fliche in bezug auf eine mit der End-
ordinate (r = a) zusammenfallende Momentenachse. Ferner ist

Galle: Mathematische Instrumente. 11
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gen ist auch hier ein paralleles Schienenpaar auf einem Rahmen
vorhanden, der senkrecht zur Schienenrichtung, die wir der y-Achse
parallel annehmen, auf zwei Rollen luft. Auf der einen Schiene 15uft
der Differential-, auf der anderen der Integralwagen. Die Direktrix-
schiene verbindet hier einfach die beiden Wagen und zwar ist sie um
eine Vertikalachse des Differentialwagens so drehbar, daB sie sich
in einem mit dieser Achse sich drehenden Lager in ihrer Léngsrich-
tung verschiebt. Sie trigt am hinterer Ende (Fig. 85) den Rahmen
fir die Achse der Integrierrolle, deren Ebene der Direktrix par-

Fig. 85.

allel gehalten wird. Der Abstand der Schienen oder genauer die
Projektion der Entfernung vom Drehpunkt der Direktrix bis zum
Bertihrungspunkt der Integrierrolle mit der Papierebene auf die
z-Achse ist die Lingeneinheit oder Basis des Apparates. Mit den

a a x a
2
Y, =fY,d:c =fydxfzdx=f%ydx.
0 0 0 0 ’

Also liefert die Ordinate Y, der dritten Integralkurve das Triigheits-
moment in bezug auf dieselbe Achse. Auf einfache Weise 1a8t sich
auch die Lage des Schwerpunktes der Fliche bestimmen.

d) Wahrscheinlichkeitsrechnung. Trigt man die Fehler s einer
Beobachtungsreihe als Abszissen auf, die relative Haufigkeit (Anzahl
dividiert durch Gesamtzahl der Fehler) als Ordinaten und bezeichnet
diese mit y = ¢(e), so wird die Wahrscheinlichkeit des Fehlers durch
das Integral W= [ @(¢)de dargestelll. Wenn man die Kurve @(s)
mit dem Fahrstift durchliuft, so geben die Ordinaten der Integral-
kurve W.

Beziiglich anderer Anwendungen sei auf Br. Abdank-Abakano-

wicz Les Intégraphes, la courbe intégrale et ses applications, Paris
1886 verwiesen.
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beiden Wagen sind der Fiihrungs- und Zeichenstift verbunden, die
an Armen angebracht sind, die senkrecht zur Schienen (y-) Rich-
tung stehen, also eine konstante Verschiebung der Kurven in der
Richtung der Abszissen verursachen, von der wir bei der Theorie
der Einfachheit wegen absehen kdnnen. Bei dem neuesten Modell 148t
sich die GréBe der Basis durch Entfernung der Schienen vonein-
ander veriindern. Die beiden Stifte liegen auf verschiedenen Seiten
der Schienen, weshalb das Instrument beim Gebrauch mit Vorteil
so aufgestellt wird, daB die Schienenrichtung nach dem Beobachter
zeigt, also das Instrument nach rechts oder links rollt. Die wesent-
liche Vereinfachung gegenitber dem Integraphen von Abdank-
Abakanowicz liegt in dem Wegfall des dritten Wagens.

Um die Wirkungsweise des Instruments zu erkennen, halten
wir den Integralwagen in einer beliebigen Stellung fest und lassen
den Differentialwagen laufen. Dann #ndert die Direktrixschiene fort-
gesetzt ihre Richtung und verschiebt sich dabei in ihrem Lager auf
dem Differentialwagen. Infolge dessen dreht sich die Integrierrolle
auf dem Beriihrungspunkt mit der Zeichenebene ruhend, ohne zu
rollen. L#Bt man umgekehrt den Integrierwagen frei und hlt
man den Differentialwagen fest, bewegt dagegen das ganze In-
strument in der Richtung (der z-Achse) senkrecht zu den Schie-
nen, 8o wird die Integrierrolle in ihrer Ebene sich um ihre Achse
drehen. Wenn der Winkel der Rollenebene gegen die z-Achse ¢
ist, so wird bei einer Bewegung dx des Instruments von der Rolle
der Weg cos ¢ dx abgewickelt. Da die Rollenebene ihre Richtung
beibehilt, so findet wegen der Komponente sin g dz eine Bewegung
des Integralwagens auf seiner Schiene, in der y-Richtung, statt:
d Y = dx sec @ sin ¢ = tg @ dz, mithin ist %%r = tg 9. Da nun die
Rollenebene ihre Richtung festhilt, also ¢ konstant bleibt, so wird
Y==ztgep+ C=">bx+ C, d h. der Integrierstift beschreibt eine
gegen die Abszissenachse um den Winkel ¢ geneigte Gerade. Wird
dagegen auch der Differentialwagen losgelassen, so #ndert sich fort-
gesetzt die Richtung der Direktrixschiene, also auch diejenige der
Rollenebene, und der Integrierstift beschreibt eine stetig gekriimmte
Kurve. ‘

Wir ‘denken uns die gegebene Differentialkurve und die Inte-
gralkurve auf dieselbe 2-Achse bezogen. Sind z, y die Koordinaten
der gegebenen Kurve, X, Y der Integralkurve, so ist X —z =10 der
konstanten Basis des Apparates gleich, die wir als Einheit wihlen.

11*
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Wenn ferner ¢ der Winkel der Direktrix mit der z-Achse, also
auch der Tangente der Integralkurve ist, so bestehen die Glei-

chungen tgep =y — Y und % =y — Y. Bezeichnen wir noch

%= Y,y =F(z), so erhalten wir die lineare Differential-
gleichung erster Ordnung

(1) Y + Y = F(z),

die daher durch den Apparat integriert wird.

Sind die Ordinaten beider Kurven gleich, y = Y, so hat die
Integralkurve ein Maximum oder Minimum, weil d—Z = 0 ist.
Wenn die Tangenten entsprechender Punkte’ beider Kurven zu-
sammenfallen, also :—: = %—Z ist, so wird %z_{ = Y"=0, und
die Integralkurve hat eine Wendetangente parallel zur z-Achse.
Wenn die Ordinate der Differentialkurve diskontinuierlich ist, so
ist die Tangente der Integralkurve diskontinuierlich. Wenn némlich
der Fahrstift einen Kurvenbogen durchliuft und man 188t durch
einen Zug den Differentialwagen auf seiner Schiene laufen, ohne
den Apparat zu verriicken, und verfolgt dann mit dem Fahrstift
einen andern Kurvenbogen, dessen Anfangspunkt also eine andre
Ordinate, aber dieselbe Abszisse wie der Endpunkt der erst be-
schriebenen Kurve hat, so wechselt die Integralkurve pldtzlich
ihre Richtung. Sie macht, von der Unterbrechung an, einen Winkel
mit der bis dahin beschriebenen Kurve, also hat die Integralkurve
einen Riickkehrpunkt. Wenn dagegen die Tangente der Differen-

- tialkurve diskontinuierlich ist, aber ihre Ordinate kontinuierlich,
80 bleibt die Tangente der Integralkurve kontinuierlich. Wenn also
der Fahrstift einen Kurvenbogen bis zu einem gewissen Punkte be-
schreibt, und man 1d8t nun pldtzlich den Apparat in entgegenge-
setzter Richtung rollen, so entsteht bei der Integralkurve eine Spitze,
da die beiden Teile der Kurve in dem betrachteten Punkte eine
gemeinsame Tangente haben.

Das allgemeine Integral der Gleichung (1) ist

(2) -Y-:e"[fF(x)e’dx + C:I =Y, + e“jF(x)e'dx,

wenn Y = ¥, fir £ = g, ist.
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Befihrt man eine geschlossene Kurve mehrmals, z. B. einen
Kreis mit der Gleichung (z — a)® + (y — b)* = »*, so hat die
Integralkurve in den z = a + r entsprechenden Punkten Spitzen
(vgl. 8. 156) und bei mehrmaligem Durchfahren werden sowohl
die Spitzen, welche £ = a + r entsprechen, als auch diejenigen,
welche z =g — r entsprechen, gleiche Ordinatendifferenzen haben.
Die Ordinate vergroBert sich nach jedem vollen Umlauf um

Zo
e~ f F(z)edz,
zo

wo sich die Grenzen auf denselben Punkt vor und nach dem Um-
lauf beziehen. Der Faktor ¢~* ist um so kleiner, je grdBer die
Abszisse ist, also die konstanten Ordinatendifferenzen sind fiir die
Abszisse = a — r groBer als fiir die Abszisse . = a + r.
Setzt man in (2) F(z) = a einer Konstanten gleich, so folgt®)

(3) Y=a+ Ce™=
Man erhilt also die Exponentialkurve. Sie n#hert sich asympto-

‘tisch der Geraden Y = a. Wenn wir die 2- und y-Achse so legen,

daB der Pankt x = 0 Y, =a 4 1 ein Punkt der Kurve ist, so
erhalten wir in diesem Punkte

Yy=a4+1=a+0C, also C=+1,

mithin als Gleichung der Kurve nach (8) Y =a 4 e~%, oder
wenn wir die z-Achse parallel um den Abstand @ verschieben:
Y =4 e~%, oder auch, wenn wir das Zeichenblatt um 180° drehen,
so daB + z in — z Ubergeht, ¥ = + €.

Verschiebt man die y-Achse parallel um 2z = — m, so wird
Y = ¢**™ = M¢?, und man erhilt die logarithmische Kurve.

Hat man die Integralkurve Y — ¢* erhalten und durchliuft
man diese Kurve als Differentialkurve mit dem Fahrstift, so erhalt
man eine neue Integralkurve

(4) Z= e[ [Pedz+ C]= e+ Cen.

Das Vorzeichen von C hiingt von der Anfangsstellung des Inte-
gralwagens ab. Beginnen wir die Durchfahrung von F,(z) = ¢

1) Y=ae“fe’d:c=ac“’(e’+c), ac=_C.
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im Punkte z =0, y =1, so wn'd je na,chdem dle Anfangsstel-
lung des Integralwagens Zo >4 Z =L Z<i gewahlt wird,
C positiv, null oder negativ sein, da. fir ¢ = O Zy =} + C oder
C=2,—} ist.

lst c posxhv, so stellt (4) eine Kettenlinie dar. Wenn nim-
lich der Anfangspunkt auf der z-Achse verschoben wird, so daB
z = a4’ + m ist, so erhéilt man mit m = §log2C die Glexchnng
in der Form Z = }e™(¢” + ¢~¥), also die Kettenlinie mit dem

Parameter ¢® =}/2C. Ist C = 1(Z, = 1), 50 erhilt man die Kurve
Z = §(¢ + ¢e7%) = cosiz = Cofz. Ist C'= 0 (%, = 3), so wird
Z = 3¢€%, also ist die Integralkurve wiederum eine Exponential-
kurve. Ist endlich C negativ, so erhilt man
Z=3e"(—e ") und fir m =0 Z=4(— ¢ *)=6inaz.

Auch mit diesem Apparat lassen sich algebraische Gleichungen
16sen. Setzt man in (2)

F(z)=e"% soist Y, =e~*(z+ C).
Integriert man diese Kurve nochmals, so liefert der Apparat?)
Y,=¢*(32'+ Cz + C)

und so fort.?¥)

Wird der Schienenabstand verstellbar eingerichtet, so daB man

statt der Basis 1 die Basis % e?hiilt, so ist -

1) Y,=e"[fF(x)e’dz+O’]=e"[ﬂx+ O)d:c+0’],

wenn
. F(x)=e"*(z+ C
eingesetzt wird. ® ®+0)
2) Beispiel:
{x*+4{Mz*4+ Nz + P=0
tz'+ Mz + N=0

x4+ M=0
1. Differentialkurve: y=e¢—*. Einstellung des Differentialwagens:
L, =0, y,=1

Integralkurve: Y, =e~%(z+4 C). Einstellung des Integral-
wagens: z,=0, Y, =M, also

2. Yy=e¢e*z+ M) 2,=0,y=M
2
Y,=e"(%+Ma:)+e"C 2 =0, ¥,= N
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aY
tgp=a(y—Y) und - =ay—a¥,
also mit
=Y, Y+ aY=ay.

Integriert man die Kurve Y von neuem und wihlt die Basis %, so
erhilt man
L4 0Z=bY=by— 2 ¥’

oder
aZ' 4 abZ — aby + bY = 0.

Nun erh#lt man durch Differentiation Z” 4 bZ'—b ¥ =0, oder
wenn man den Wert fir b Y’ einsetzt,

Z"+ (a+ b)Z + abZ = aby,

wo y = f(z) die urspriinglich gegebene Kurve ist. Man kann in
dieser Weise fortfahren und erhilt Differentialgleichungen von
beliebiger Ordnung mit konstanten Koeffizienten. Der Apparat
zeichnet die Kurve der Funktion Z, welche der Differentialgleichung
gentigt.

Sollen die Koeffizienten nicht Konstante, sondern Funktionen
von # sein, so mufl die Basis eine Funktion von  sein, also durch
einen Mechanismus der Schienenabstand stetig getindert werden.
Dieser Mechanismus miiBte mit einem Stifte verbunden sein, mit
dem man eine gegebene Kurve @(x) umfihrt, aber die gleich-
zeitige Filhrung von zwei Stiften auf zwei Kurven hitte Schwierig-
keiten, und es miiBite ein zweiter Beobachter titig sein.!)

x’
3. Y,=e-”(?+Mw+N) G =0, yg=N
3 '
Y,—e—* (? +,§Mz’+Nm+c) @, =0, ¥, =P

Y,=e—’(%a+§Mz’+Nw+P).

Die Schnittpunkie der Kurve Y, mit der z-Achse geben die reellen -
Waurzeln der vorgelegten Gleichung.

1) Wenn a eine Funktion von « ist, stellt die Gleichung ¥’ aY
=ay die Form dar, auf die eine lineare Differentialgleichung erster
Ordnung stets gebracht werden kann.
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Wesentlich einfacher ist eine andere Abinderung (Fig. 86),
welche der Ebene der Rolle eine beliebige konstante Neigung « gegen

Fig. 86.

die Direktrixschiene gibt. Sei « der Winkel, so daB der Winkel
der Rollenebene gegen die z-Achse ¢ + « wird, so erhdlt man

ayYy tgp + tgo .
E=tg(q)+a)=‘l—_—w, oder mit tga=m

Y —m
y—Y=tge =iy’
oder
m—Y'
Y=l-|—mY' +9,
oder

Y1+m(Y—y]+Y—y—m=0.

Dies ist also eine Differentialgleichung, die der umgeéinderte Apparat
integriert.

Wird im Besonderen die Rolle senkrecht zur Richtung der
Direktrix gestellt, also der Winkel « = 90° gemacht, so integriert
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das Instrument die Differentialgleichung
1 1
Y=7.—,+y=T+f(z).

Diese Vorrichtung, welche die Rollenebene um eine vertikale
Achse beliebig zu drehen gestattet, kann auch bei dem Instrumente
von Abdank-Abakanowicz angebracht werden. Der Drehungs-
winkel « wird dabei an einem horizontalen, geteilten Kreise ein-
gestellt. Wir werden die Instrumente von Abdank und Pascal
kurz durch 4 und P bezeichnen. Da der Unterschied in der
Theorie darin liegt, daB bei P: y — ¥ = atgop, bei 4: y = atgop
ist, wenn a die (gewdhnlich = 1 gesetzte) Einheitsstrecke oder
Basis des betreffenden Instrumentes bedeutet, so erhalten wir bei
A einfacher mit tge = m

yr = am+@

a—mf(x)
Fiir @ = — 90° und @ = 1 wird ferner bei 4

’ 1 dx
Y==f—(330derY= 7@-)+0.

Wihlt man im Besondern f(z) = z 4. h. als Differentialkurve
eine um 45° gegen die Abszissenachse geneigte Gerade, so zeichnet
der Integrierstift fiir gegebene Grenzen die Kurve

Y = logz.

LBt man nun die Stellung der Rolle (¢ = — 90°) unver-
dndert und verwendet man die soeben erhaltene logarithmische
Kurve als Differentialkurve, so beschreibt der Integrierstift, indem
man f(z) = logz einzusetzen hat, die Funktion

dx

log 2?

die zuerst von Euler?!) betrachtet und von Soldner?) Integral-
logarithmus benannt worden ist. GauB®) hat darauf aufmerk-

Y=

1) Institutiones calculi integralis I, Kap. IV.

2) Théorie et tables d’une nouvelle fonction transcendente, Miinchen
1809. V%l. L.Kronecker, Vorlesungen iiber die Theorie der einfachen
und vielfachen Integrale, herausg. v. E. Netto, Leipzig (Teubner) 1894,
199—214. -

8) Werke 1I, 444. (Brief an Encke.)
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sam gemacht, daB dieses Integral die Anzahl aller Primzahlen
unter einer gegebenen Grenze nahezu darstellt. Das Instrument
gibt daher eine zahlentheoretische Anwendung, indem die Ordinate ¥
die Anzahl der Primzahlen unter der durch die zugehdrige Ab-
szisse  dargestellten Zahl miBt.

Noch zwei andere Ab#inderungen des Integraphen rithren von
Pascal her.
~ Die erste besteht darin, daB an Stelle der einen geradlinigen
Schiene, nimlich derjenigen, auf welcher der Integralwagen liuft,
eine gekriimmte Schiene eingesetzt wird, welche die Gestalt einer
vorgeschriebenen Kurve besitzt.

Denken wir uns durch den Drehpunkt der Direktrix am
Differentialwagen eine Parallele zur y-Achse gelegt, die also nahe
mit der Differentialschiene zusammenfillt, und den Anfangspunkt
des mit dem Instrumente beweglichen Koordinatensystems auf
der festen z-Achse, so kann man sich die Gleichung der Schienen-
kurve in der Form § = ®@(Y) gegeben denken. Dies ist zugleich
die Kurve, welche der Integrierstift bei ruhendem Instrument be-
schreibt, wenn sein Wagen auf der gekrtimmten Schiene liuft,
nur um ein konstantes Stiick in der Abszissenrichtung verschoben.
Es ist nun X =§ + 2 und daher y = f(X — £) = (X — O(Y)).
Wird noch die Rollenebene drehbar angenommen, so erhalten wir
bei Instrument 4 mit m = tge

Y — ma+f(X—2(Y))
a—mfX—2(Y)

Beim Instrument P ist @ der Abszissenunterschied des Integrier-
stiftes und Drehpunktes der Direktrix, mithin tritt bei dem ab-
genderten Instrument £ an Stelle von a und aus ¥’ = tg(p + a)
und y — Y = Etgo folgt

y — "2 + (X~ 2X)— ¥
(V) —m[fX—dX)—¥]

Die zweite Abéinderung, die ohne Weiteres nur beim In-
strument P angebracht werden kann, 148t die geradlinigen Schienen
unvertindert, ersetzt dagegen die Direktrix durch eine Kurve von
gegebener Form. Die Integrierrolle wird dabei so gefibrt, daB
ihre Ebene stets die Tangente dieser Kurve enthilt.!) Der ver-

1) In einer withrend des Druckes erschienenen Abhandlung: Sul
mio integrafo a riga curvilinea, Napoli 1912, gibt Pascal eine ver-
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#nderliche Winkel, den dann die Rollenebene mit der geraden
Linie bildet, welche die Direktrix in ihrer urspriinglichen Gestalt
darstellt, sei « und ¢ + « der Winkel mit der z-Achse. Der
Winkel « hingt von der Stellung der beiden Wagen auf ihren
Schienen bei ruhendem Instrument, also von y — Y ab und wir
konnen daher tga = y(y — Y) setzen. Wegen ¥’ = tg(p + «),
y— Y = atgy, y = f(z) wird daher

4 f@— Y+ ap({f@—Y) _

Y a—[f@) — Y]y (fo)— X) T(fx) — Y).

Auch die gleichzeitige Anbringung beider Variationen hat
Pascal untersucht.

Polarintegraph. Wir wenden uns noch einer andern Form
eines Integraphen zu, den Pascal konstruiert hat. Ein Kreis-
quadrant ruht 1.) drehbar in seinem Mittelpunkte fest auf der
Zeichenebene, 2.) auf einer am Ende des einen begrenzenden Ra-
dius angebrachten Walze und 8.) auf der an einem beweglichen
Radius verschiebbaren Integrierrolle, also auf drei Punkten auf und
kann auf der Walze rollend um den Mittelpunkt rotieren. Der fest
mit dem Kreisbogen verbundene, zuerst genannte Radius, an dem
die Walze sitzt, dient als Schiene fiir einen Differentialwagen, wih-
rend der Integralwagen auf dem gegen diesen Radius um einen
(am Kreise ablesbaren) Winkel verstellbaren andern Schienenradius
sich bewegt. Beide Wagen sind durch eine geradlinige Direktrix-
stange verbunden, die sich um Zapfen an beiden Wagen drehen
und auBerdem in ihrer Léingsrichtung verschieben kann. Zuletzterem
Zwecke ist sie fiber ein Lager gefithrt, das der Zapfen des Dif-
ferentialwagens trigt. Wir sehen fiir die Theorie des Instrumentes
davon ab, daB der Zeichenstift des Integralwagens aus praktischen
Griinden seitlich, aber in derselben Entfernung vom Mittelpunkt,
den wir auch als Pol bezeichnen wollen, angebracht ist. Wir nehmen
vielmehr an, daB der Beriihrungspunkt der am Integralwagen be-
findlichen Rolle, deren Ebene mit der Richtung der Direktrix in
jedem Augenblicke zusammenf#llt, die Integralkurve beschreibt.

In der Anfangsstellung des Instruments mége der die Differential-
schiene bildende Radius mit einer in der Zeichenebene gewihlten

besserte Konstruktion an, bei der die gekriimmte Direktrix-Schiene
sich um einen Zapfen des Integralwagens dreht wihrend der Zapfen
des Differentialwagens sich lings der Schienenkurve verschiebt. Die
Rollenebene ist dabei fest mit der Schiene verbunden.
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Anfangsrichtung den Winkel & bilden. Ist ¢ die der Stellung
des Wagens entsprechende Entfernung des Differentialstiftes vom
Pole, so sei ¢ = f(#) die Gleichung der gegebenen Kurve. Der
am Kreisbogen abgelesene Winkel der beiden Schienen sei @, r
der Leitstrahl des Berithrungspunktes der Integrierrolle, 90° — o
der Winkel ihrer Ebene oder der Verlingerung der Direktrix mit
dem Radius r, so ist
_ dr dr
B =it —rds’

da o wihrend der Ausfiihrung der Integration ungetindert bleibt.
Die Linge der Direktrix (zwischen ihren Drehpunkten auf beiden
Wagen) ist :

d=Ve +r — 2¢rcosw.
Aus dem Dreieck mit den Seiten ¢, r und 4§ folgt

esinw r—e@cosw
s Vr*+4 ¢*—2rpcos 0 und tgg esino '’
mithin d .
T r
. a9~ smer@)  TO8®
oaer 1
d(T) LN 1
i % T T Shae 7@

In diese lineare Form kann eine Bernoullische Gleichung
:’% + Py = Qy" gebracht werden, wenn P konstant ist.

57. Integratoren fiir Differentialgleichungen. - Die Inte-
graphen von Pascal kdnnen zwar Quadraturen ausfiihren, sind
aber in erster Linie fiir die Integration von Differentialgleichungen
bestimmt. Zu letzterem Zwecke sind noch verschiedene Instrumente
konstruiert worden: von Lord Kelvin 1876, Torrés 1895,
Petrovitch 1897'). Wir fiigen noch eine kurze Beschreibung
von zwei Apparaten von L. Jacob, Generalingenieur der franzd-
sischen Schiffsartillerie, hinzu, welche zwei besondere Differential-’
gleichungen integrieren.?) Sie sind in ihrem Hauptteil einem Prytz-

1) Vgl. L. Jacob, Le calcul mécanique, wo sich die Literatur an-
gegeben findet.

2) In einer soeben erschienenen Abhandlung: C. Ajello, Sudiuna
importante applicazione dell’ integrafo Pascal a riga curvilinea, Napoli
1912, wird gezeigt, daB auch der Pascalsche Integraph mit gekriimm-
ter Direktrix die Riccatische und Abelsche Gleichung integriert.
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schen Stangenplanimeter &hnlich, bei dem die Schneide durch ein
scharfrandiges Rad ersetzt ist. (8. 8. 122).

Der Fahrstift ist bei dem ersten zar Auflésung der Riccati-
schen Gleichung bestimmten Apparate durch den Mittelpunkt eines
geteilten Kreises hindurchgefiihrt. Ein Durchmesser dieses horizon-
talen Kreises wird durch zwei miteinander verbundene Gelenk-
parallelogramme stets einer bestimmten gegebenen Richtung par-
allel gehalten, wenn der Fahrstift auf der gegebenen Kurve entlang
geftthrt wird. Dieser ganze Mechanismus wird von kleinen Rollen
getragen, damit der Kreis und die Parallelogramme mit mdglichst
wenig Reibung sich bewegen kdnnen. An der Stange des Apparates
ist ein Nonius angebracht, der an dem Kreise gleitet und den Winkel,
den die Stange in irgend einem Augenblick mit der Anfangsrich-
tung einschlieBt, abzulesen gestattet.

Wie beim Stangenplanimeter ist die Richtung der Stange
jederzeit Tangente an die vom Beriihrungspunkte des Schneiden-
rades beschriebene Kurve. Es seien X, Y die Koordinaten dieses
Bertihrungspunktes, z, y diejenigen des Fahrstiftés; o sei der
Winkel, den die Stange mit der Abszissenachse, die wir als An-
fangsrichtung wihlen, einschlieBt, ¢ die Lénge der Stange, d. h.
der Abstand vom Fahrstift bis zum Mittelpunkt des Schneidenrades.
Es ist dann

(1) :—;=tg‘o),

ferner

(2) X=x+¢pcosw, Y=y + gsinmw
also

3) - dX = dz 4 coswde — gsinwdw
dY = dy + sinwode + ¢coswdon,

woraus durch Multiplikation der ersten Gleichung mit — sin m,
der zweiten mit 4 cos ® und Addition mit Ricksicht auf (1) folgt:

(4) 0= —sinwdX + coswdY = gdw + cos wdy — sin wdz:

Wir fihren eine unabhiingige Variable ¢ ein und denken uns
die gegebene, vom Fahrstift beschriebene Kurve durch

T = fl(t)a y= f!(t)
definiert. Es ist dann

do— £, ({)at, dy = f; (§)at
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und nach (4)
d ’ ’ .
(5) 0 G; + 1 (f)cosm — £ (H)sinw = 0.
Fithrt man noch tg § @ = w ein, dann ist
1 du
3% 4w ta —w
du -

2u
TFud dt - 14wt %80~ 1+ TFw S0 = 15

und man erhilt nach (5) fiir die Winkelbewegung' der Stange die
Differentialgleichung

(6) 20 2% 4+ (1—w)fy () — 2ui'() = 0

‘oder fiir eine bestimmte Stangenlinge ¢ — I (die Stangenlinge
148t sich bei dem Apparate &ndern)

du __ ofy (t) fy (t) ¢
9 Rl R

Man nennt nun eine allgememe Riccatische Gleichung eine
Differentialgleichung von der Form:

(8) —-=Pu+Qu+R

wo P, @, R Funktionen von ¢ sind. Im vorliegenden Falle be-
steht aber die einschriinkende Bedingung P + R = 0. Soll diese
Gleichung integriert werden, so hat man (vgl. (7) und (8))

W ) =2P=— 2R, = () =1Q

y—y°=2ldet, s —ay =1 Qat

zu setzen, wo y, und x, Integrationskonstante sind oder auch die
Koordinaten, die dem Werte #, entsprechen, bedeuten. Durch z
und y ist dann die vom Fahrstift zu durchlaufende Kurve ge-
geben.

Das Integral bis zur Grenze ¢ = ¢, erhilt man dann, indem

also

man den Winkel @, am Instrument abliest, nimlich u, = tg % .

Der allgemeine Fall, in dem P + R 2 0 ist, 14Bt sich aunf
den besondern zuriickfithren. Setzt man 4 = iv, wenn A eine noch
unbestimmte Funktion von ¢ ist, so hat man aus (8)
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9) w=2A0"+02 =Pi%* 4 Qiv+ R
also
’ 3
(10) v = Pio® + (Q — —) 7.
Bestimmt man nun i so, daB
P‘-+%=Ooderl=i —%

ist, so ist der allgemeine auf den speziellen Fall zurtickgefiihrt.
Jedoch erhilt man nur dann eine reelle Wurzel 4, wenn R und P
verschiedene Vorzeichen haben.

Wenn dies in dem in Betracht kommenden Intervall von i,
bis ¢, nicht der Fall ist, fithrt man den als bekannt anzunehmen-
den Winkel § der Tangente in einem beliebigen Punkte der ge-
gebenen Kurve mit der z-Achse ein. Dann bilden die Tangenten
in den entsprechenden Punkten beider Kurven miteinander den
Winkel f§ — o = 9.

Da

29 — tgf wnd ldo + coswdy — sinmdz = 0

ist (s. (4)), so folgt
1dp — 1d® + cos(f — #)dy — sin(f — 8)dz =0
oder auch wegen cosfdy — sinfdx =0
ld® =1df + sinfBsinddy + cosfsinddx.

Setzt man nun

1 2dv . 20
V= tg?'a, d‘&ﬂﬁ_——’;, s1nr9-=1—+—v,-,
so erhilt man, wenn die Ableitungen nach ¢ genommen werden,
durch Einsetzen
dv _ 1 g 1dg
a=" "'”_[s“‘ﬁ +c°pdt t3a

also eine Gleichung von der fritheren Form (10), in der PA = £

ist und A=V— wird.

‘Wenn also
P =

o] =
'K
™
Q

i
-~
—
m.
B
™
Sle
+
o

[=]

w
™
K|
S



176 IX. Integraphen.

gesetzt wird, so folgt

4 2% h
ﬁ—-—ﬁo=2det, x— xy = lchosﬁdt, y—yo-alb[.Qsinpdt.
ty t t

Fir { =4, kennt man zx,, y,, f,, ferner ist o, =, — &
gegeben; fir ¢ = ¢, erhilt man die gesuchte Losung

v =tg4d —tg4 (B — o).

Der zweite Apparat von Jacob dient zur Integration der
Abelschen Gleichung

Y=o+’ +ry+s,
Wwo p, ¢, r, s Funktionen von z sind und, ' = Z—: ist. Durch die
Substitation w

Al e
gelangt man zu der Form
—ut =p + qu + ru® + sud.
Zunichst wird s = O angenommen und wir schreiben
uu = Pu? 4+ Qu + R.

Das Instrument ist #hnlich dem vorigen konstruiert. Wir
denken uns wiederum ein Stangenplanimeter, dessen Fahrstift aber
im Anfangspunkt einer horizontal liegenden Kurve C angebracht
ist, die als eine gekriimmte Schiene einen Bestandteil des Instru-
mentes darstellt. Der Fahrstift fiilhrt bei seiner Bewegung lings
einer gegebenen Kurve diese Schiene mit sich. Durch eine Parallel-
fahrung ist in derselben Weise wie beim vorigen Instrument dafiir
gesorgt, daB diese Kurvenschiene keine drehende Bewegung erféhrt,
sondern eine bestimmte Tangente der Kurve C bei jeder Stellung
des Fahrstiftes einer auf der Zeichenebene gegebenen Anfangsrich-
tung parallel bleibt. Die Verschiebungen der Gelenkparallelogramme
und der Kurvenschiene erfolgen nicht durch Gleiten auf der Papier-
ebene, sondern auf kleinen Rollen.

Auf der Stange des Instruments ist nun eine Hiilse verschieb-
bar angebracht, die unterhalb mit vertikalen und horizontalen
Riidchen in der im Querschnitt U-férmig aufgebogenen Kurven-
schiene gefithrt wird. Oben enth#lt diese Hiilse ein Fenster, durch
das man die Entfernung ¢ des darunter befindlichen Kurvenpunktes
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vom Anfangspunkt der Kurve C ablesen kann. Ebenso kann man
auch an der passend geteilten Kurvenschiene den Winkel o mit der
Anfa.ngsnchtung ablesen.

Es seien z, y die Koordinaten eines Punktes der Kurve, die
der Fahrstift durchliuft, und ¢ eine unabhiingige Variable. Dann
ist wie oben, wenn die Akzente die Ableitungen nach ¢ bezeichnen,

do 7 . 7
0 g —%sine—ycosw
oder mit tg} o = u:
' 20w =uly + 2uz’ —y.
¢ sehen wir als eine Funktion von @ oder von « an. Um den
Apparat auf die Abelsche Gleichung anwenden zu kénnen, miissen

wir ¢ = ! - w setzen, wo ! eine zun#chst noch unbestimmte Linge
ist. Die Kurvenform der Schiene ist dann durch

o= flo) =1ltg5
bestimmt. Entspricht dem Werte { = #, die Entfernung g, = 7u,,

wo u%, = tg % als gegeben anzusehen ist, so ist damit 7 als Grund-

linge oder Basis des Instruments bestimmt.
Die Kurve, auf der der Fahrstift geleitet wird, folgt aus

y =9+ 21 Pat, z=1z,+1/ Qat.
Fiir einen andern Wert { = #, liest man den Wert ¢, am
Instrument ab und erhilt o
‘ul == T
als Integral der Differentialgleichung zwischen den Grenzen ¢, und ¢,.
Die integrierte Gleichung ist aber nur ein besonderer Fall
der Abelschen Gleichung, nimlich derjenige, wo P 4 R = O ist.
Um die allgemeine Gleichung hierauf zuriickzufiihren, setzen wir
% = Az, erhalten

R ST

und bestimmen die Funktion A von ¢ so, daB 41" — Pi® = R wird.
Diese Gleichung kdnnen wir auch folgendermaBen schreiben: s

d("') — 2P — 2R,

Galle: Mathematische Instmmente. . 12
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= ==

und es folgt

1= Py 42 fReS A,

Durch passende Wahl der Integrationskonstanten y wird man
es in der Regel erreichen kénnen, daB in dem in Betracht kommen-
den Intervall (%, bis ¢,) A reell ist. Sonst mu8 man dem besondern
Falle entsprechend eine andere Behandlung der Aufgabe ver-
suchen. :

Ist der Koeffizient s von 4% in der letzten Form der Abel-
schen Gleichung nicht null, so wird der Apparat komplizierter,
indem an Stelle der Parallelfibrung eine Fiihrung der Kurven-
schiene tritt, die durch die Koeffizienten der Gleichung vorge-
schrieben jst.
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Wirkungsweise und Gebrauch des Mikroskops und

H H Von Prof. Dr. W, Scheffer. Mit 89 Abbildungen und
seiner Hllfsapparate' 8 Blendenblittern. 1911. Geh. /£ 2.40, in Leinwand
geb. # 8. —

Anuf fast allen Gebieten der Naturwissenschaften und der Technik ist das mhmkop
ein wichtiges — hlnﬂg ein unentbehrliches — Hilfsmittel geword Zum Verstd i
und zur richti des Mikroskops sind einige physikalische Kenntnisse ndtig.
Im vorliegenden Bnche werden die notwendigen physikalischen Grundlagen moglichst
allgemeinverstindlich und einfach vorgetragen, so da8 jeder Gebildete der Darstellung
leich$ folgen kann. Durch eine grdBSere Anzahl von Figuren, sowohl Zeichnungen als
auch Mikrophotogrammen wird das Verstindnis dem Leser erleichtert. Die Beschreibung
einer Reihe einfacher Experlmento gibt dem Leser Gelegenhoit, die Vorglnge in praxi
wahrsunehmen. Die E inungen in der h , deren K far das
Verstindnis des Mikrosk ganz b d wichtig ilt d durch Experi te mit
den dem Buche beigegeb Blendenblittern auf einfache Weise kl ht

Maschinen und Apparate der Starkstromtechnik, ihre
Wirkungsweise und Konstruktion. = otnen mr o O tion.

sum Selbststudium und fiir den in der Prgxis stehenden Ingenieur. Von Elektroingenieur
0. W. Meyer. I. Teil: Gleichstrom II. Teil: Wechselstrom. Mit 772 Figuren.
. M. 15.—, geb. S 16.—

Will dem Studlerenden wie dem in der Praxis stehenden Ingenieur schnelle und zu-
verléssige Information tiber den Stand des Baues moderner elektrischer Maschinen und
Apparate sowie tiber die bei der Konstruktion derselben zu beachtenden Geliohhplmkto
bieten. Soweit zum Verstindnis der betreffenden Maschi und A pparate er
wurde auch auf die Theorio detlelben km eingegang Zu dem gleichen Zwecke dient
eine groSe Zahl graphi

Popuiﬁre Astrophysl Von Dr. J. Schelner, Professor der Astrophysik an

der Universitit Berlin, Hauptobservator am Astro-
physikalischen Observatorium bei Potsdam. Mit 30 Tafeln und 210 Figuren. gr. 8. 1908.
In Leinwand geb. /( 13.—

. Sein Hauptvorsug besteht darin, daB es den Leser zuni#chst auf das sorg-
ﬂltiglto mit den astrophysikalischen Methoden und Instrumenten ver-
traut macht; fast die Hillfte des Buches ist diesem Zweck gewidmet. Dadurch ist es
aber nicht etvn zu einem Handbuch fiir den Fachmann geworden, nein, es ist eine ge-
mein-verstindliche Darstellung im besten Sinne des Wortes ftir den groSen Kreis der
Gebildeten. Mathematische Betrachtungen, die nun einmal nicht su entbehren sind, werden
nicht &ngstlich vermieden; sie gehen aber nirgends tiber den Standpunkt eines Gymnasial-
primaners hinaus. Ubenll schopft der als hervorragender Forscher bekannte Verfasser
aus dem vollen.* (Monatssohrift fiir hdhere Sohulen.)

Geodisie Eine Anleitung zu geodiitischen Messungen fir Anfinger mit Grund-

zligen der direkten Zeit- und Ortsbestimmungen. Von Dr.-Ing. H. Hohenner,
Professor an der Technischen Hochschule zu Darmstadt. Mit 216 Figuren. 1910. In
Leinwand geb. /£ 18 —

Das Buch soll fair die meisten technischen Zwecke ausreichen und zwischen den um-
fangreichen Handbtichern und den kleinen Leitfaden stehen. Deshalb wurden die Grund-
ziige der Wasser und W kraft in W liufen fg , und
auch die Belohnibung einiger Methoden zur direkten (astr ischen) Besti der
geographischen Koordinaten von Punkten der Erdoberfiiche sowie der Asximute terrestrischer
Richtungen mit Hilfe des Theodolits wird manchem erwiinecht sein. Der Beschreibung
sowie der Berichtigung der Kslinnrnmonte ist verhlltni'mhig viel Banln zu-
gewiesen, weil erlshnmgsgemin das Entsteh M am
durch 8 Vo in mit dem MeSgerite beglnstigt wird. Die Messungs-
und Berechnungsarten sind durch viele Zahlenbeispiele erliutert, und auch an Figuren
sur Unterstiitzung des Textes ist nicht gespart.

»- .- Die Darlegungen sind simtlich klar und auch dem Anfiinger wohl leicht ver-
stindlich; sie werden durch sahlreiche Flglu'(m erliutert und darften besonders far die
Smdierenden der FcldmeBkunst wertvoll sein. Hier liegt vielmohr die Hauptbedeutung
in der Art der Darstellung eines schon hiéufig behandelten Stoffes, und diese Darstellung
verdient in diesem Falle das hochste Lob.“  (Literarisoches Zentralbiatt fiir Deutschiand.)




Verlag von B. G. Teubner in Leipzig und Berlin

H Zum Gebrauch beim Unterricht, bei akademischen
Lehrb“ch der Phy8lk Vorlesungen und sum Selbststudium von E. Grimsehl,
Direktor der Oberrealschule auf der Uhlenhorst in Hamburg. Mit 1293 Textfiguren,
2 farbigen Tafeln und einem Anhange, enthaltend Tabellen physikalischer Konstanten
und Zahlentabellen. 3. Auflage. 1912. Geh. 4 15.—, in Leinwand geb. 44 16.—
n...1In erster Linie sei hier das Werk von ,Grimeehl‘ erwiihnt, nach Auffassung und
Durchfihrung wohl das grdSte und schonste Lehrbuch der Experimentalphysik, welches
an hoheren Schulen benutzt werden soll. Wir kdnnen stolz darauf sein, da8 ein Fach-
kollege hier ein Werk vorlegt, welches als Handbuch der Physik den angehenden Studenten
dieses Faches ebensowohl wie den Medizinern, Chemikern und Pharmazeuten meiner
Obe nach b Dienste leisten kann und wird als vmchiadono bekannte Lehr-
bicher, die wir seinerseit auf der Universitit in Handen hatten..
(Korreaponlonz-slaﬂ flr den nndomheh goblldoton Lehrerstand.)
nWas es far diese Zwecke b , ist die hervorragend klare und
anregende Art der Darstellung. Jeder Ablchnitt geht von einfachen Beobachtungen und
lelcht vV hen aus. Uber umd Abbildungen, sumeist sind es recht
ristische sch tische Zeich u den Text in wirksamer Weise.
. Mit einem Wom das Buch verdient in wi haftlicher, metbodischer und didaktischer
Hinsioht volle A ~ (Matur und Erziehung.)

Taschenbuch ﬂir Mathematiker und Physiker. o ni-

sahlreicher Fach ben von Felix Auerbach und Rudolf Rothe. II. Juhr-
gang 1910/11. Mit einem Bildnh 'Hermann Minkowskis. 1911. In Leinwand geb. L T.—.

Das Taschenbuch enth#lt Angaben tiber P lien, Literatur, Praktisches-usw., haupt-
siichlich aber ein Gerippe des Tatsach terials der math tischen und physikalisch
‘Wissenschaften, zu denen noch Astronomie, Geodisie, Elektrotechnik und physikalische
Chemie als Annexe hinsugefiigt wurden, um allseitigen Bedﬂrﬁ-uen entgngenzukommen
Die bei der ersten Herausgabe des Werkes getiuSerte Annahme, es k einem dri
émpfundenen Bedfirfnisse entgegen, hat bei Paublikum und Kritik eine volle Be-tlngnng
gefunden, und das Buch hat sich als praktisches Hilfemittel bei Mathemaukem, Phy-ikern
und Angehdrigen verwandter Gebiete rasch verbreitet. Bei der H des
thrg:np hnt sich die Notwendigkeit herausgestellt, da8 in die Redaktion ein swaitar,

H ber eiutrat, und daB dieser eine villige Neubearbeitung des
mathematischon Teiles in die Wege loiten muBte. Auch der ph-sikalische, astronomische
und chemische Teil enthilt, unter Fortlassung einzelner Abschuitte des ersten Jahrganges,
sehr viel des Neuen; daB im tibrigen Miingel des friiheren Textes beseitigt und berechtigte
‘Wtnsche aus dem Leserkreise beachtet wurden, versteht sich von selbst. AuBerdem hat
sich das Taschenbuch diesmal der Mitwirkung einer grdSeren Ansahl von Fachgenossen
zu erfreuen, die es in dankenswerter Weise iilbernahmen, gewisse besondere aktuelle Kapitel
in Sonderdarstellungen vorzuftthren. [Jahrgang III erscheint im November 1912]

»+ « - Die Reichhaltigkeit und Vielseitigkeit, die sich schon beim Durchblittern zeigen,
und dle Gediegenhelt des Inhalts, die sich dem eingehenderen Studium erschlieSt, machen
im Verein mit der #ibersichtlichen Stoffanordnung das Taschenbuch zu einem Orientiemngl-
mittel von groBer Verwendbarkeit and vaerli.ssxglelt jedem Freunde der exakten Wissen-
schaften kann daher die Anschaffung des v glichen Buch lich empfohlen
werden.“ (Int-rwlumehoﬂlloho Woohenschrift.)

ae

Krdhnkes Taschenbuch zum Abstecken von Kurven

H ni 15. Auflage, bearbeitet von R. Seifi
auf Eisenbahn- und Wegelinien. 1, e e o Rt oo
bildungen. 16. 1911. In Leinwand geb. 4 2.—

Das seit 1851 in finfzehn Auflagen erschienene ,,Taschenbuch® soll die beim Abstecken
von Bdgen in Eisenbahn- und Wegelinien erforderlichen Rechnungen nach Moglichkeit
erleichtern und vor Fehlern sichern. Als Hauptverfahren ist die Absteckung von Bogen-
punkten gleichen Abstands von der Taungente aus mit rechtwmkligen Koordinaten gzu-
grunde gelegt. Die Einleitung enthilt die hierfir noti hen Entwicklungen
und Hinweise auf die zur Aushilfe dienenden anderen Verfahre: der Absteckung ; auch
Korbbdgen und Ubergangsbdgen von Eisenbahnlinien sind in die Betrachtung einbezogen
worden. Ferner ist eine Anleitung zur Winkelmessung in dem fiir Bogenabsteckung er-
forderlichen Umfang und zur Priiffung und Berichtigung des Theodoliten gegeben.

Die eigentlichen Zahlentafeln eind in 8 Abteilungen gegliodert; Tafel I enthilt alle"
‘Werte gur Berechnung der Tangentenléingen und der Koutrollen der Absteckung, Tafel IT
alle Ordinaten und Abszissen gur Bogenabsteckung, Tafel III das Winkelma8 far bestimmte
Bogenlingen. Der Umfang der Tafeln bestiglich der Abstufung der Halbmesser von 20
bis 10000 m, der Winkel von 10 zu 10 Minuten und der Linge der Ordiunaten bis zu 100 m
dtrfte allen Anforderungen der Bequemlichkeit der Rechnung und der Genauigkeit gent gen.
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H. Wiener und P. Treutieins Sammlung mathematischer
Modelie fiir Hochschulen, hihere Lehranstalten und

H q Die Modelle sind fiir den geometrischen Unter-
technlsche Fachschl"en° richt bestimmt und sollen dem Lernenden Raum-
formen und geometrilohe ieh durch einfache und tibersichtliche Darstellung an-
schaulich machen. Das Preisverzeichnis mit Figuren und Tafeln nach
‘pPhotographischen Aufnahmen der Modelle ist durch den Verlag unm-
berechnet zu beziehen.

H H Ein Lehrbuch: Enthaltend: Eine Begrundnug
Dle eiementare Mechanlk' der allgemeinen Mechanik; die Mechanik der
Systeme starrer Korper; die syntl hen und die El te der analytischen Methoden
sowie eine EinfGhrung in die Prlulpien dor Mochmik defomiorbnor Systeme. Von
@Georg Hamel, Professor an der D H zu Bréion. Mit
2656 Figuren. 1913. Geh. £ 16.~—, in Leinwmd geb. J 18.—

Das Buch enthilt die Gnmdla.gen einer allgemeinen Mechanik sowie die Stereo-
mechanik, hingegen nicht die Mechanik der deformierbaren Kdrper. Behandelt es auch
in seinen Beispielen hauptsichlich technische Probleme, so ist es doch keine eigentliche
technische Mechanik, sondern hat vor allom eine Darstellung der allgemeinen Mechanik
gum Ziel. Der erste Abschnitt entwickelt ausfghrlich dem kinetischen Kraftbegriff, der
zweite enthillt die Statik, der dritte baut die allgemeine Mechanik auf die Theorie der
Volumelemente auf und geht in die Systemmechanik bis zu den Lagrangeechen Gleichungen.
Die beiden letzten Paragraphen zeigen, wie sich die Begrtindung der Mechsmk deformier-
barer Kdrper an die allgemeinen Grundlagen anschlieSt

Von Dr.R. Maroolongo, Prof an der Univ
Theoret|sche Mechanlk' Neapel. Deutsch vgn‘ H. E. Timerding, Professor an

der Technischen Hochschdle Braunechweig 2 Biinde. gr. 8. Geh. je # 10 —, in Lein-
wand geb JC je # 11.—. 1. Band: Kinematik und Statik. Mit 110 Fig\nen 1911.
IL.Band: Dynamikund Mechanik derdeformierbaren Kdrper. Mit 38 Fxg. 1918.

.Dem Werke kommt sehr :nltatten, daB der Verf: von vornh d f ver-
sichtet hlt, den Stoff hopfend su b )\ Er bringt nur eine Auunhl der inter-
essantesten Gebiete Als' besonderer Vorzug muB weiter hervorgehoben werden, da8 jedem
Kapitel eiue reichliche Anzahl von Ubungsbeispielen mit Aufldsungen beigefiigt ist, an
Hand derer sich der Leser vergewissern kann, ob er den Inhalt des Kapitels wirklich
ganz erfaBt hat. Das Buch wird sich sicher in den Kreisen der Ingenieure viel Freunde
erwerben. Es ist so abgefaBt, da8 auch der Ingenieur, soweit er fir die Theorie Interesse
hat, vieles Ntiteliche darin findet. Die th tische Mechanik von M )| Timerding
kann deshalb bestens empfohlen werden.“ (Zeitschrift des Vereins deutscher Ingenieure.)

Vorlesungen iiber technische Mechanik. 3., teser protsen:
der Mechanik und Vorstand des Mechan.-Techn. Laboratoriums an der Techn. Hochechule
in Ménchen. I. Einfuhrung in die Mechanik. 4. Aufl, Mit 104 Figuren. 1911. £ 10.—
II. Band. Graphische Statik. 3. Aufl. 1912. Mit 209 Fig. 4 8.—. III. Band. Festigkeitslehre.
4. Aufi. Mit »6 Fig. -1910. 4£ 10.—. I1V. Band. Dy'namlk 8. Auﬂ Mit 71 Fig. 1909.
W 10 —. V.Band. Die wichtigsten Lehren der hoh rie. Mit 44 Fig. 1907.
#.10.—. V1. Band. Diewichtigsten Lehren der htheren Dynmik Mit30 Fig. 1910. 4£12.—

,FOoppl versteht die Kunet, mit klaren und interessanten Worten, gesttitst auf geist-
reich gewiihlte Beispiele, auseinandersusetzen, was die Formel kurz aber trocken zrusammen-

faBt. Man gewinnt d auf die angeneh it Art Einsichten, die sich sonst hinter langen
Formelentwicklungzen verbergen Die Anleinlndeuetlnngen werden tsl Foppl swar duBer-
lich linger als in der k )y d Bacher, die zumf Verstindnis notige

Zeit wird aber kfirzer. Das sind Vorznge, die fur den Praktiker schwerer ins Gewicht
fallen, als die bei friheren Auflagen aus mathematischen Kreisen geiiuBerten Bedenken

gegen die Korrektheit mancher Entwicklungen.* (Elektrotechnische Zeitsohrift.)

Von John Perry, F.R.8. Ein Lehrbuch fir Stu-
Angewandte “echanik dierende, die V'euuche mtellen und numerische
und graphische Beispiele dnmhlrbelton wollen. B 0b von

Ingenieur Rudolf Schiock in Coln. Mit 871 Figuren. 1908. " In Leinwand geb. 18.—
nAus diesem Werke spricht ein Lehrer allerersten Ranges, der aucgedehnte Kenntnune
mit vollendeter Lehrkunst vereinigt. Er hat aus dem groSen Wi g der tech
Mechanik viele hundert Beispiel tragen, an welchen er die Grund h
lich erliutert, und damit ein echtes Lehrbuch gewhnﬂen, dessen Uberletsnng sich bald zahl-
reiche Freunde erwerben wird. Alle Darlegungen sind unmittelbar auf den praktischen Ge-
brauch zugeschnitten,und der math tische Apparatist in moglichst engen Grenzen gehalten;
voranegesetzt wird lediglich die Kenntnis der niederan Analysis “ (Literarisoh. Zentralblatt.)
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. . H VonF. d A. 5 .
Uber die Theorie des Kreisels. JoiF¥isinnndh Sommerteld. 4Hotte,
kinetischen Grundlagen der Theorie. 1897. Geh. /£ 5.60, geb. A 6.60. IL Heft. Durch-
fahrung der Theorie im Falle des schweren !ymmetﬂlchen Kreisels. 1898. Geh. 4 10.—,
geb. A 11.—. III. Heft. Die stdrenden Einfl isch \md goophy-ik;lioehe
Anwendungen. 1908. Geh./{ 9.—, geb. 4 10.—. IV. Heft. Die techni An
der Kreiseltheorle. 1910. Geh. 4 3.—, geb. 4 9.—

»In khm nnd, lowoit bei dielem Stoff iberhaupt mdglich, auch anschaulicher Weise
lind t gen tiber Stabilierung gegeben und dann die ein-
zelnen Anwendnngen besproohon, u. a die Kreiselwirkungen bei Schnellbahnen, der Gerad-
laufapparat der Torpedos, der Schlicksche Schiffskreisel, der KreiselkompaB, die Stabilitit
des Fahrrades sowie einige Bemerkungen tiber Einschienenbahnen, die Stabilierung von
l'lugzeugen nnd die Kreholwirkungen bei Geschossen. Die wichtigeren dieser Anwendungen

d in ti wie praktischer Beziehung eingehend und fiberaus klar auseinander-
gentat, wobei noch belonders anerkannt werden soll, daB itberall auf die Grensen der Giiltig-
keit der Formeln und auf dle zu ihrer Herleitung erforderllchen Vernachléssigungen hin-
gewlesen ist und der de Fehler weni Sinne nach angegeben wurde,
wenn seine GroBe sich nicht abschiitzen lieB. Die Diskussion der Differentialgleichungen far
den Schiffskreisel soll als Beispiel einer eleganten Behandlung, einer eingehend durchge-
arbeiteten Aufgabe sowie der Abschnitt itber Ballisti.k als Beispiel einer vorztiglichen Klar-
legung eines noch nicht gelosten Probl hervorgehoben werden. .. (DinglersPoiytechn.Journ.)

H H Vorlesungen tiber die Theorie der Tragk: von
Technlsche Statlk A. Ostenfeld, Professor an der Technischen Hochschule su
Kopenhagen. Deftsche Ausgabe von D. Skouge. 1904. Geb. /L 13.—

Das Werk trigt seinem Inhnlt und seiner Behandlung des Stoffes nach — die in
der Regel sowohl geich hnerisch durchgefiihrt ist — den Bediirfnissen von
Horern an technischen Hochlchulan sowie von Ingenieuren der Praxis Rechnung. Dabei
werden die allgemeine technische Elastizititslehre sowie die ersten El te der graphi
Statik als bekannt vorausgesetst.

Nach Vorausschickung drefer einleitender Abschnitte, in denen die Eigenschaften und
Anwendungen der EinfluBlinien sowie die einfach untersttitzten vollwandigen I'riger und
Fachwerkbalken bei ruhender und beweglicher Belastung behandelt werden, wird im vierten
Abschnitt die allgemeine Theorie der Tragkonstruktionen einheitlich — fur statisch bestimmte
und unbestimmte Systeme — mit Hilfe der virtuellen Versehlebnngen aufgebaut. Ein ftinfter

Abschnitt gibt das W lchst nbor die ver , wobei auch die in
den 1 Jahren ent d F , K-Fachwerk, lnlbo gonalen, ‘behandelt werd

. Das ganze Werk ist durch eine wohltuende Klarheit ichnet. Mit richtigem

’ Gefﬂhl hat es Verfasser v d allzu weitgehende, uferl th tische Abhandlungen

zu unterlassen. Dadurch wird die dem Anﬂnger oft schwer verdsuliche Kost schmack-
haft geboten, wodurch das Verstindnis wesentlich gefdrdert und beim Leser die Lust
gur Weiterarbeit geweckt wird. Die Ubersetsung ist gut gelungen, so da8 man die Ab-
stammung des Buches aus einem auBerdeutschen Lande kaum bemerkt. Sehr praktisch
ist die Anordnung der Figuren in einem besonderen diinnen Heft, welches durch einen
Einschub mit dem Text fest verbunden werden kann.“ (Technische Literatur.)

The Dynamics of Particles and of Rigid, Elastic, and

H H « being L on Mathematical Physics. By Professor A.@.Webster.
Fluld BOd'es7 8. An{hge 1912, gr. 8. In Leinwand geb. 4L 14.—

Die dem Buche dies- und j its des O berel gnstige Aufnahme beweist,
daB es einem Bodtirfnis entspricht und seine Aufgabe, in gedrlngtor Form die dem Studenten
der Phyd.k und Mathematik notigen hauptsichlichsten Methoden und Ergebni der all-
gemeoinen Mechanik darzubieten, wohl erfilllt. Der Student lernt aus dem Buche zugleich
das Prinzip der Energie, das Prinzip der kleinsten Wirkung und die Lagrangeschen
Gleichungen in verallgemeinerten Koordinaten kennen, die ihm die Mittel zur Ldsung
praktischer Aufgaben an die Hand geben. Der zweite Teil des Buches ist der Bewegung
der starren Korper gewidmet und dabei ein recht erheblicher Raum der Bewegung
rotierender Kérper einschlieBlich der praktischen Anwendungen des Gyroskopes zugewiesen.
Der dritte Teil behandelt die Mechanik der kontinuierlichen Systeme, eingeleitet durch die
Attraktionstheorie, in welcher das Newtonsche und Logarithmische Potential den'Studierenden
zur Bekanntschaft mit den partiellen Differentialgleichungen und bestimmten Integralen
tberleiten. Darauf folgt die Behandlung der linear:n Vektorfunktionen mit Anwendung
auf Bruch und Zug. Die einfacheren Probleme der Elastizitit werden in Verbindung mit
der Biegung und Windung des Stabes nach St. Venant abgehandelt. In der Hydro
schlieBt sich der Wirbel- und Wellenbewegung eine Einfahrung in die Theorie der Gezeiten an.
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